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Résumé

Ce mémoire présente d’abord les définitions de base, la cinématique et la dynamique
des manipulateurs a cables et explique leurs différences fondamentales par rapport aux

autres types d’actionnement conventionnels.

Ensuite, on étudie de fagon analytique, avec une approche vectorielle, les équations
reliées aux frontieres de l'espace de travail de ces types de mécanismes. On traite les
mécanismes a cables pouvant comprendre des liens passifs dans les cas plans a 2 et 3
ddl et spatiaux a 3 et 6 ddl.

Par la suite, on développe des méthodes numériques pour calculer des aires (cas 2d)
ou volumes (cas 3d) des espaces atteignables. Finalement, on propose des criteres d’op-
timisation et des modeles d’optimisation de mécanismes a cables, lesquels permettent de
présenter des exemples de mécanismes a cables intéressants dans le cas bidimensionnel

et tridimensionnel.

Gabriel Coté Clément Gosselin
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Introduction

L’étude des manipulateurs paralleles est un domaine encore jeune. Néanmoins, plu-
sieurs laboratoires de recherche s’intéressent a ce champ d’étude et on observe des

progres considérables [9].

En octobre 2002, I'Université Laval accueillait le congres “Workshop on Fundamen-
tal Issues and Future Research Directions for parallel Mechanisms and Manipulators”
[6]. Cet évenement, réunissant une centaine de participants des milieux académiques
et de l'industrie, illustre une ouverture grandissante de l'industrie pour ces types de

mécanismes ainsi que de nouvelles perspectives intéressantes.

Parmi les architectures de mécanismes paralleles, les mécanismes a cables offrent des
avantages indéniables. Tout d’abord, 1'utilisation de cables permet une amplitude de
mouvement incomparable a celle des autres types d’actionneurs comme les vérins. Cela
est évidemment da au fait qu’ils sont flexibles et peuvent étre enroulés. Aussi, la nature
des cables fait qu’ils sont beaucoup plus légers que la plupart des actionneurs conven-
tionnels et aussi moins cotiteux. Ils sont aussi souples et cela constitue une sorte de pro-
tection naturelle lors d’une interférence ou d’une collision. Ces avantages ont notamment
mené a la fabrication de mécanismes aux caractéristiques dynamiques intéressantes et
aux débattements importants, comme le mécanisme “Robocrane” développé au NIST
[3], un robot ultra-rapide [8] et la caméra aérienne connue sous le nom de “Skycam”

[7]. Plus récemment, d’autres concepts de mécanismes fort intéressants utilisant des

1



cables ont été proposés, comme un mécanisme hybride [2], ou un mécanisme a cable

pour utiliser dans un tunnel d’essais aérodynamique [4].

L’utilisation de cables offre donc des avantages, mais certainement aussi des in-
convénients. Tout d’abord, les cables ne peuvent étre controlés que lorsqu’ils sont en
tension. Cette caractéristique impose des différences majeures dans la caractérisation
de l'espace atteignable des mécanismes a cables. Tel que détaillé dans [12], I'espace
atteignable ne dépend plus seulement de la géométrie du mécanisme, mais aussi des
conditions dynamiques voulues. De cette caractéristique découle le fait que I'on doit
utiliser la redondance d’actionnement si on veut controler pleinement tous les degrés
de liberté, et donc une plus grande complexité de controle. Une alternative possible a
la redondance d’actionnement est I'utilisation de liens passifs. Ceux-ci peuvent en effet

compenser en partie I'unilatéralité d’actionnement.

Une étude fondamentale et systématique des mécanismes a cables a été faite par
Barrette [13] principalement sur la caractérisation de l'espace atteignable des manipu-
lateurs a cables. Dans cette étude il a été établi de facon analytique les frontieres de
I'espace de travail de certains types de manipulateurs a cables plans et spatiaux. Ce
mémoire se veut en partie la continuation de ce travail. Les chapitres 1 et 2 expliquent
les notions de base sur la cinématique et la dynamique des manipulateurs a cables. On
traite aussi les frontieres de I'espace atteignable avec une approche vectorielle pour les
mécanismes plans (chapitre 3) et spatiaux (chapitre 6). Comme 1'utilisation de liens
passifs peut étre une alternative a la redondance d’actionnement, les mécanismes plans
et spatiaux comprenant de tels liens sont aussi étudiés. Ainsi, on considere les liens
passifs du type ressort et cable a tension constante, car le premier a un comportement
bien connu et le second offre des avantages certains en ce qui a trait au débattement et

a la simplicité d’implantation.

Pour les mécanismes plans et spatiaux respectivement on illustre ensuite des métho-
des de calcul de l'espace atteignable, et on propose des criteres et des modeles d’op-
timisation. Ce mémoire est donc la continuation de 1’étude des frontieres de 1’espace
atteignable proposée dans [13] (par G. Barrette) , et ensuite une étude de I'utilisation
de ces frontieres dans la caractérisation des espaces atteignables ainsi que l'utilisation

de cette caractérisation comme criteres de design de manipulateurs a cables.



Chapitre 1

Définitions de bases, cinématique et

dynamique

Dans ce chapitre, il est présenté les notions de base sur les manipulateurs paralleles ac-
tionnés par cables et la notation utilisée tout au long de ce mémoire. Un bref rappel du travail
accompli par Barrette [13] est présenté.

1.1 Généralités

Un manipulateur parallele est un mécanisme constitué de plusieurs chaines cinéma-

tiques entre une base fixe et un effecteur. A 'opposé, un manipulateur sériel n’est

3



composé que d’une seule chaine cinématique entre une base fixe et un effecteur. Un
manipulateur parallele actionné par cables est donc un manipulateur parallele dont les
chaines cinématiques reliant la base a 'effecteur incluent des cables. La principale ca-
ractéristique qui distingue ce type de manipulateur des manipulateurs paralleles conven-
tionnels est 'unilatéralité de l'actionnement. En effet, de par leur nature les cables
ne peuvent que travailler en tension. Aussi, il sera montré que cette caractéristique
inhérente aux cables leur donne des frontieres d’espace atteignable tres différentes de
celles des manipulateurs paralleles conventionnels de type Gough-Stewart par exemple.
Un manipulateur parallele actionné par cables est défini par un corps mobile appelé
I'effecteur, relié a une base fixe en des points d’attache fixes a la base et sur 'effecteur.
Les cables reliant les points d’attache constituent soit des liens passifs soit des liens
actifs. Les liens actifs sont les cables reliés a des actionneurs et les liens passifs peuvent
étre soit des ressorts, soit des ressorts a force constante, ou bien tout autre type de lien

dont le controle (loi de commande) est indépendant des liens actionnés.

Des hypotheses sont faites dans le cadre de I’analyse des manipulateurs a cables. Les
analyses de mécanismes a cables présentées considerent le cable comme une ligne droite.
Les déformations dues a la masse du cable ou a d’autres forces externes (aérodynamiques
entre autre) sont donc négligées. Cette approximation est trés exacte pour l'analyse de
mécanismes ayant des débattements de faibles a moyens. Aussi, dans les analyses, les

débattements maximums des cables ne sont pas considérés.

Par convention, les unités du systéme international (SI) sont utilisées. Sauf avis
contraire, donc, les unités de temps, longueurs, masses, moments d’inertie, forces et mo-
ments de force sont mesurés en seconde (s), metre (m), kilogramme (kg), kilogramme-
metre carré (kg - m?), Newton (N) et Newton-metre (N - m) respectivement. Sauf avis

contraire, les angles seront exprimés en radians.

Par convention, une lettre minuscule en caractere gras désignera toujours un vecteur,
tandis qu'une majuscule en caractere gras désignera une matrice. Aussi, mis a part
certains parametres utilisés ponctuellement, chaque symbole sera associé jusqu’a la
toute fin a l'entité qu’il désigne. Par exemple, d, n et k désigneront respectivement le
nombre de degrés de liberté, le nombre de cables et le nombre de liaisons actives d’un

mécanisme.



1.2 Systéme plan (d = 3)

Pour un systeme plan (figure 1.1), 'axe Y du repere fixe est considéré vertical

(parallele au champ gravitationnel). On désigne par P; le i®™¢ point d’attache sur la

base et par V; le 1™ point d’attache sur la plate-forme. La notation suivante est utilisée :

P
Vi

C

Pi

vecteur position du point P; (composantes a; et b; dans le repere fixe)
vecteur position du point V; (composantes z; et y; dans le repére mobile)
vecteur position du point C, origine du repere mobile

(composantes x et y dans le repere fixe)

angle d’orientation du repere mobile par rapport au repere fixe

distance entre P; et V; (longueur de la liaison 1)

La configuration de l'effecteur est entierement définie par le vecteur c et I'angle ¢.

Pi(aia bi)

Pi

| 877

FiG. 1.1 — Notation pour la liaison ¢ d’'un mécanisme plan.



1.3 Systéme spatial (d = 6)

Pour un systeme spatial (figure 1.2), 'axe Z du repere fixe est considéré vertical et

la notation suivante est utilisée :

p; : vecteur position du point P; (composantes a;, b; et ¢; dans le repere fixe)
v; : vecteur position du point V; (composantes x;, y; et z; dans le repere mobile)
¢ : vecteur position du point C, origine du repere mobile

(composantes x, y et z dans le repere fixe)
Q : matrice d’orientation du repere mobile par rapport au repere fixe

pi : distance entre P; et V; (longueur de la liaison )

La configuration de leffecteur est entierement définie par le vecteur c et la

matrice Q.

Pi(aia bi) Ci)

al

X

F1c. 1.2 — Notation pour la liaison ¢ d’'un mécanisme spatial.



1.4 Définitions

Les définitions suivantes sont introduites pour faciliter la compréhension du texte

du mémoire ; certaines d’entre elles seront clarifiées au moment approprié.

EFFECTEUR : Organe terminal d’'un mécanisme, d'un robot ou d’un manipulateur.

MECANISME PARALLELE : Mécanisme dont Peffecteur et la base sont reliés

par plusieurs chaines cinématiques.

REDONDANCE D’ACTIONNEMENT : Un mécanisme est dit a actionnement

redondant lorsqu’il possede plus d’actionneurs que de degrés de liberté.

CONFIGURATION : Etat d'un mécanisme ou pose de tous les corps de ce méca-
nisme. La configuration d’'un mécanisme est habituellement définie par ses va-

riables articulaires ou ses variables cartésiennes.

SINGULARITE : Dégénérescence de la relation entre les vitesses articulaires et les

vitesses a l'effecteur d'un manipulateur.

CONFIGURATION SINGULIERE : Configuration d’'un mécanisme pour laquel-

le celui-ci est en singularité.

CONDITIONS DYNAMIQUES : Ensemble des accélérations linéaires et angu-
laires de l'effecteur. Les conditions dynamiques sont définies par trois parametres
dans le plan (Z, g, ¢), et 9 dans l'espace (Z, 9, 2, w, w) ol w est le vecteur tridimen-
sionnel des vitesses angulaires de I'effecteur par rapport aux trois axes respectifs

du repere fixe.

ESPACE ATTEIGNABLE DYNAMIQUE : Ensemble des configurations du mé-
canisme permettant de générer les conditions dynamiques requises tout en main-

tenant les cables en tension.

CONFIGURATION POLYVALENTE : Configuration dans laquelle le mécanis-
me peut résister a tout jeu d’efforts externes ou générer tout jeu d’accélérations

a leffecteur.



1.5 Géométrie et cinématique

La géométrie et la cinématique générale des manipulateurs paralleles actionnés par
cablesest maintenant traitée. Tout d’abord, comme c’est en général le cas pour des
mécanismes paralleles conventionnels, le probleme géométrique inverse (PGI) des ma-
nipulateurs paralleles actionnés par cables est simple. Pour une position et une orienta-
tion donnée de 'effecteur il est possible de trouver la position des points d’attache sur
la plate-forme mobile de 'effecteur. Par la suite, les longueurs respectives de chaque

lien actionné est simplement la distance du vecteur reliant la base a 'effecteur.

Dans le cas completement général, le PGI s’exprime :

pi = [[(c+Qvi—pi) |,

P2 = (c+Qv,—p;) (c+Qvi—p;),

pi = cle+2¢"Qv; —2¢p; + (Qvi) Qvi — 2p; Qv; + p; pi ,

p? = cle+2c"Qv; —2c"ps +vivi —2pI Qv + plp; - (1.1)

On peut simplement dériver pour obtenir les relations entre les vitesses et développer

pour les mécanismes plans et spatiaux ([12]).

En dérivant par rapport au temps, on obtient, pour chaque actionneur :
pipi =c'e+ (Qvy) e+ c"Qv; — ple —pl Qv (1.2)
ol p; est le taux de variation de la longueur de la liaison 7, c’est-a-dire la vitesse
articulaire.
L’équation (1.2) représente un systeme de n équations linéaires qui peut étre exprimé
sous la forme matricielle suivante :
Ap=Bt, (1.3)

ol p est le vecteur des vitesses articulaires, t est le vecteur des vitesses de l'effecteur,
comprenant les translations et les rotations, et ou A et B sont les matrices jacobiennes

du systeme. On a



P:[pl P2 - Pn }T> (1.4)

p 0 0
0 0
P2 A, 0O
A= - , (1.5)
0 A,
Pn—1 0
0 0 pn

- -nXn

(AT)(n—k) x (n—k) = diag [Pk+1 .. .pn] ,

b{
T
> (B.)
B = : = kxd : (1.6)
bT_1 ") (n—k)x d
bT
L no Jdnxd

ou d est le nombre de degrés de liberté du manipulateur et ou les indices a et r réferent

respectivement aux actionneurs et aux ressorts.

Les rangées b” de la matrice B et le vecteur t étant différents pour un systéme plan

et un systeme spatial, ceux-ci sont définis aux deux sections suivantes.

1.5.1 Systéme plan (d = 3)

Dans un espace a deux dimensions, la matrice de rotation est

Q- lcosgb —singb]

| sin ¢ coso

et sa dérivée par rapport au temps

Q=EQ¢ (1.8)



avec

L’équation (1.2) devient donc :
pipi = c'e+(Qvi)e+ e "EQvip - ple — plEQvio |
pzpz = (C + QVZ' — pZ)TC + (C — pl)TEQV@ . (19)

La rangée b? de la matrice B et le vecteur t de (1.3) sont les suivants :

bz‘T = [ (C+QVi —pz’)T ((C_pi)TEQVi) } ’ (1.10)

tzh:yéf. (1.11)

1.5.2 Systéeme spatial (d = 6)

Dans un espace a trois dimensions, la matrice de rotation Q est une matrice 3 x 3
orthogonale. Elle peut étre constituée a partir des invariants naturels de la rotation
qu’elle représente, a partir des trois angles d’Euler ou de toute autre représentation

appropriée. Sa dérivée par rapport au temps est :

Q=0Q (1.12)
avec
vect(Q) = w

ol w est le vecteur des trois composantes de la vitesse angulaire de 'effecteur par

rapport aux trois axes respectifs du repere de base.

L’équation (1.2) devient donc :

pipi = cle+ (QVZ-)T(‘: + cT(w X Qv;) — p?é — p;TF(w X Qv;),

pipi = (c+Qv,i—p;)'e + (Qvi X (c— pi))Tw. (1.13)

10



La rangée b! de la matrice B et le vecteur t de (1.3) sont les suivants :

e[ (e anp)” (@uxeom) ]

(1.14)

(1.15)

11



Chapitre 2

Dynamique des mécanismes a

cables

Dans ce chapitre, les relations entre les forces aux actionneurs et les efforts a l'effecteur
en régime dynamique sont établies pour les mécanismes paralléles plans et spatiaux actionnés
par cables. Il est ensuite expliqué comment on identifie I'espace de travail dynamique, en
faisant une union de sous-espaces.

12



2.1 Dérivation des équations de force

Selon le principe du travail virtuel, on peut écrire
—fT6p = e’ 6x (2.1)

avec

fT:[fl fao fn}

ou f; est la tension dans la liaison ¢ et ol p et x sont respectivement le vecteur des
longueurs des cables et le vecteur des coordonnées cartésiennes (position et orientation)

de Veffecteur.

Dans le cas plan,
' =|F F, 7v]|=|[m@E+g" Id] (2.2)

ou Fy, F, et 7 sont les forces et le couple appliqués par I’ensemble des cables et res-
sorts sur l'effecteur, g est le vecteur d’accélération gravitationnelle et pointe dans la
direction négative de I'axe Y (on considére un plan parallele a la gravité), ¢ et é sont
respectivement le vecteur d’accélération linéaire et le scalaire d’accélération angulaire
du centre de masse de l'effecteur et, enfin, m et I sont respectivement la masse de
Ieffecteur et le moment d’inertie de celui-ci par rapport a son centre de masse. On
considere implicitement que le repere mobile attaché a la plate-forme a son origine au

centre de masse de celle-ci.

Dans le cas spatial,
e=|F, F, F. 7, 7, T } = [ m(c+g)7 (Iw+w x Iw)” } (2.3)

ou F,, F,, F,, 7, 7, et 7, sont les forces et couples appliqués par ’ensemble des cables
et ressorts sur l'effecteur, g est le vecteur d’accélération gravitationnelle, ¢ et w sont
respectivement les vecteurs d’accélération du centre de masse et d’accélération angulaire
de Deffecteur et, enfin, m et I sont respectivement la masse de I'effecteur et le tenseur
d’inertie de celui-ci par rapport a son centre de masse. On considere a nouveau que le

centre de masse est a ’origine du repere mobile.

De I’équation (1.3), on peut écrire

dp=A""Bix (2.4)

13



En substituant cette équation dans (2.1), on obtient

—fTAT'Béx = e’ 6x (2.5)

Puisque cette derniere équation doit étre satisfaite pour tout vecteur de déplacement
cartésien 0x, on peut écrire

-BTA Tf=e (2.6)

Des équations (1.5) et (1.6) on sait que

B" = [B!I B! | (2.7)
Al 0
AT = A= 6‘ A_ll (2.8)

et on peut alors décomposer le membre de gauche de (2.6) de la fagon suivante :
BTATf = BTA'f, + BIA', (2.9)
ou f, est le vecteur des forces dans les cables et f,., le vecteur des forces dans les ressorts.
L’équation (2.6) devient donc
~-BIA'f, +e, =e, (2.10)
e, = —B'A'f, (2.11)

ou e, est le vecteur des efforts, forces et moments, appliqués par I’ensemble des ressorts

sur 'effecteur.

Si les conditions dynamiques et la configuration sont données, les vecteurs e, f, et

e, sont connus et on obtient finalement une équation de la forme
Wf,=h (2.12)

avec
dekz—Bngl et h;x1=e—e, (2.13)

Les éléments de h correspondent donc aux forces et moments que doivent générer les
cables sur l'effecteur ; ces efforts servent a induire les accélérations désirées a l’effecteur

et a reprendre les efforts engendrés par les ressorts.
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2.1.1 Note sur la dynamique et la dynamique inverse

Comme les mécanismes a cables peuvent avoir une redondance d’actionnement, il
est possible que la forme de la matrice W ne soit par carrée. La détermination des
efforts dans les cables n’est alors pas univoque. Les différentes méthodes pour trouver
les forces dans les cables ne seront pas développées. Les calculs développés sur les
espaces atteignables ne nécessitent pas de trouver des configurations de forces optimales,
comme cela est expliqué au chapitre 4. En fait, ces frontieres ne sont fonctions que des

configurations géométriques et des conditions dynamiques du mécanisme.

2.2 Interprétation géométrique des frontieres de

I’espace atteignable

Pour les manipulateurs paralleles conventionnels, 1’espace atteignable dépend des
limites des actionneurs et des lieux de singularité [16, 17]. Pour les manipulateurs pa-
ralleles actionnés par cables cependant, ’ensemble des configurations que peut atteindre
Ieffecteur dépend surtout du fait que les cables ne travaillent qu’en tension. En effet,
comme il a été détaillé dans [13], les frontieres d’un mécanisme a cables a d degrés de
liberté (ddl) sont soit des lieux de singularité d’un sous-espace de d cables, soit des

frontieres d’équilibre d’un sous-espace de d — 1 cables.

2.2.1 Cas du mécanisme plan a 2 ddl

Pour illustrer le concept de singularité et de lieux d’équilibre dans le cas de méca-
nismes actionnés par cables plans, on illustre d’abord le cas simple d’un mécanisme plan
a 2 ddl en positionnement. Ainsi, on peut facilement visualiser les vecteurs accélérations
possibles pour une pose donnée. Dans ce cas, les frontieres de 1'espace atteignable d'un

manipulateur seront les sous-espaces suivants :

e Les lieux d’équilibre a un cable pour chaque cable.

e Les lieux de singularité pour chacune des combinaisons de 2 cables.

15



Il est possible de visualiser géométriquement ce qui se passe sur une frontiere de
singularité ou d’équilibre a 1 cable de fagon tres simple dans le cas de mécanismes a
2 ddl plans. Soit le vecteur w donnant la direction de la force que peut exercer un
cable (peu importe son amplitude - seule sa direction et son sens importe). Dans le cas
d’un manipulateur plan, pour qu'une configuration appartienne a ’espace atteignable,
les vecteurs directeurs w et le vecteur h correspondant a cette configuration doivent
respecter la regle suivante : h se trouve a Uintérieur (ou sur une des frontieres) d’au
moins un des triangles (figure 2.1) formés par chacune des combinaisons de deux des
vecteurs directeurs dans I'espace des efforts appliqués par les cables sur leffecteur ; cet
espace a deux dimensions est facile a visualiser car il correspond simplement a la somme
des forces selon 'axe X et la somme des forces selon 'axe Y appliqués par les cables
sur 'effecteur. On note que le triangle dont il est question ici s’étend jusqu’a ce que les
forces demandées aux cables soient au dessus de leurs limites maximales. Dans le cas 2
ddl il est possible de voir simplement par inspection que les forces que peuvent produire
deux cables couvrent une partie de ’espace plan délimitée par ces cables. Ala figure
2.1 par exemple, il est observé que les lieux d’équilibre correspondent aux endroits ou

les forces seront entierement reprises par un seul cable.

(a1,b1) (az,b2)

(a3, bs)

Fia. 2.1 — Schéma des triangles.

2.2.2 Cas du mécanisme plan 3 ddl

De fagon analogue, les frontieres de I'espace atteignable d’un manipulateur a 3 ddl

plan sont déterminées par les intersections entre les sous-espaces suivants :
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e Les lieux d’équilibre a deux cables pour chacune des combinaisons de 2 cables.

e Les lieux de singularité pour chacune des combinaisons de 3 cables.

Il est possible de visualiser géométriquement ce qui se passe sur une frontiere de singu-
larité ou d’équilibre a deux cables. Dans le cas d’'un manipulateur plan a 3 ddl, pour
qu’'une configuration appartienne a ’espace atteignable, les vecteurs directeurs w et le
vecteur h correspondant a cette configuration doivent respecter la regle suivante : h se
trouve a 'intérieur (ou sur une des faces) d’au moins une des pyramides triangulaires
(figure 2.2(a)) formées par chacune des combinaisons de trois des vecteurs directeurs
dans l'espace virtuel des efforts appliqués par les cables sur l'effecteur ; les trois dimen-
sions de cet espace sont la somme des forces selon 'axe X, la somme des forces selon
I'axe Y et la somme des moments de force, appliqués par les cables sur 'effecteur. De
facon similaire au cas 2 ddl, on peut visualiser dans le domaine des forces les espaces

que couvrent les cables dans un seul sens, que ce soit en force ou en couple.

La figure 2.2(a) est une représentation des trois vecteurs directeurs wi a ws et du
vecteur h d’un manipulateur quelconque a trois cables dans cet espace virtuel des efforts.
Les vecteurs directeurs pivotent, de facon continue, autour de l'origine des axes de cet
espace au cours d’'un changement de configuration du mécanisme. La configuration
correspondant a la disposition des vecteurs illustrée appartient a ’espace atteignable
puisque le vecteur h se trouve a 'intérieur de la pyramide formée par les vecteurs w,

Wy et ws.

Par extension du cas 2 ddl plan présenté précédemment, et par décomposition de
I'espace des forces planes et du couple, la projection du cas du mécanisme plan 3 ddl
(illustrée a la figure 2.2(b)) montre que 'appartenance au triangle du domaine des
forces planes est une condition ”sine qua non” a l’appartenance de la configuration
a l'espace de travail dynamique. Aussi, le cas particulier correspondant au vecteur h
parallele a I'un des vecteurs w; est un équilibre a 1 seul cable. Ce cas provoque le

passage tension-compression des 2 autres cables du trio de cables.

Bien que la visualisation d’entités géométriques soit impossible dans un espace a six
dimensions, les concepts construits précédemment peuvent tout de méme étre étendus

aux manipulateurs spatiaux.
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T
h
Wy Wi
>y
W3
W3
S 1 'sr
(a) La pyramide formée par trois vec- (b) Projection de la pyramide

teurs directeurs

Fi1G. 2.2 — Représentation de l'espace de travail dynamique pour une combinaison de

trois cables.

Dans le cas des manipulateurs spatiaux, les vecteurs directeurs w, le vecteur h et
I’espace virtuel des efforts ont six dimensions, lesquelles sont la somme des forces et des

moments de force appliqués par les cables sur 'effecteur selon les axes z, y et z.

Pour qu’une configuration appartienne a ’espace atteignable, les vecteurs directeurs
et le vecteur h correspondant a cette configuration doivent respecter la regle suivante :
h doit se trouver a I'intérieur (ou sur une des faces) d’au moins une des hyper-pyramides
a six faces formées par chacune des combinaisons de six des vecteurs directeurs dans cet
espace virtuel des efforts. Comme dans le cas du passage 2 ddl-3 ddl plan, le passage 3
ddl-6 ddl spatial impliquera que le seul fait que les forces cartésiennes d’une condition
dynamique ne se trouvent pas dans la pyramide des forces cartésiennes est suffisant
pour exclure cette configuration dynamique de ’espace atteignable, sans méme vérifier
les conditions dynamiques des couples et les composantes des moments des vecteurs
directeurs w. Cela est du au fait que chaque cable est défini par une force et une

direction, et que le couple produit est dépendant de ces parametres.

Certes il est difficile de visualiser des entités géométriques en 6 dimensions, mais il
est possible de visualiser une partie de I’hyper-pyramide en projetant son systeme des

forces cartésiennes en 3d. Ainsi, pour un ensemble de 6 cables, une condition nécessaire
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pour 'appartenance d'une condition dynamique et d'une pose de l'effecteur a ’espace
de travail s’exprime dans ’espace des forces 3d : les composantes forces cartésiennes du
vecteur h doivent étre dans au moins une des 20 sous-pyramides d'une combinaison de

3 cables parmi les six considérés.

2.3 Expressions des lieux d’équilibre : le vecteur

des conditions dynamiques

Comme il a été expliqué a la section précédente, pour exprimer les frontieres de
I'espace atteignable d’un mécanisme a cables, il faut trouver les sous-frontieres de sin-
gularité et d’équilibre. Pour les deux types de contraintes, il suffit d’identifier si le
vecteur h peut étre obtenu par I'une des combinaisons de cables (trois dans le plan et
six en 3d). Aussi, pour les calculs explicites des frontieres d’équilibre, il faudra identi-
fier le vecteur h et résoudre un systeme d’équations pour lequel un nombre de cables
inférieur au nombre de ddl sera en équilibre. L’expression des lieux d’équilibre pour
différents types de manipulateurs est explicitée dans le chapitre 3. Les expressions des
vecteurs h sont données de fagon générale pour des mécanismes sans ressorts, avec res-
sorts et avec des cables passifs a tension constante. Il est aussi clair qu’il serait possible
d’exprimer le vecteur des conditions dynamiques h pour d’autres types de contraintes.
La résolution des systemes linéaires reste la méme, mais la complexité des équations
d’équilibre augmente avec la complexité des relations entre les liens passifs et les posi-

tions cartésiennes.



Chapitre 3

Les frontieres de ’espace

atteignable : le cas plan

Dans ce chapitre nous traitons les équations exactes des frontieres de ’espace de travail
de mécanismes paralleles a cables plans. Les lieux de singularité ne sont pas traités. Ils sont
notamment détaillés dans ([10]). On traite donc simplement les frontiéres de ’espace de travail
qui sont des courbes d’équilibre. Celles-ci sont développées dans le cas de mécanismes a 2 ddl
et 3 ddl sans liens passifs et avec certains types des liens passifs. Les types de liens passifs
traités sont les ressorts et les cables a tension constante. On justifie le traitement du lien passif
de type ressort car il s’agit d’un lien simple bien connu, et on traite le type de lien passif
cable en tension constante car il permet un débattement intéressant, ainsi qu’une mise en
oeuvre réelle simple sur un prototype. Quelques exemples de tracés de frontiéres d’équilibre
sont ensuite faits.
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3.1 Frontieres de singularités : cas plan

Les lieux de singularité d’'un mécanisme a cables sont les mémes que ceux d’un
mécanisme a vérins conventionnel. En effet, ces deux mécanismes sont équivalents
géométriquement. La cinématique est donc la méme, mais les contraintes reliées a 1'uni-
latéralité d’actionnement impliquent des frontieres reliées a la dynamique du mécanisme.
Pour décrire les frontieres d’équilibre, pour un mécanisme a n ddl, il faut décrire les lieux
d’équilibre correspondant aux combinaisons de n — 1 cables. Dans le cas des frontieres
associées aux singularités, les courbes frontieres sont définies pour chacune des com-
binaisons de n cables. L’espace atteignable dynamique correspondant est 1'union des
sous-espaces définis par les frontieres associées aux singularités et celles d’équilibre.
Dans le cas plan, les singularités de mécanismes a 3-ddl ont déja été étudiées ([10]) et
identifiées comme étant des formes quadratiques. Les lieux d’équilibre quant a eux ont
été traités dans les cas de mécanismes plans a 3 ddl sans ressorts et avec ressorts de
longueur libre nulle ([13]). On traitera ici les équations d’équilibre avec une approche
vectorielle et pour les types de mécanismes plans a 2 ddl et 3 ddl sans cables passifs et

avec des cables passifs a tension constante et avec ressorts a longueur libre quelconque.

3.2 Frontieres d’équilibre : méthode de résolution

Les équations d’équilibre d'un mécanisme a cables dépendent des conditions dyna-
miques auxquelles le mécanisme est soumis. Dans le domaine plan, les cas 2 ddl en
positionnement et 3 ddl sont traités. Pour un mécanisme a d ddl, les frontieres seront
toujours des lieux d’équilibre a d — 1 cables. Ainsi, les mécanismes généraux redondants
se décrivent par les mémes frontieres prises pour chaque sous-ensemble de d cables pour
les singularités et d — 1 cables pour les lieux d’équilibre. Le principe de résolution qui
mene aux équations d’équilibre est le méme pour les différents types de mécanismes

plans et spatiaux. Les approches suivantes peuvent étre utilisées :

1. La résolution d’un systeme d’équations non-linéaires décrivant les conditions pour

lesquelles d — 1 actionneurs produisent une condition dynamique a d ddl.

2. Etablir les conditions pour lesquelles les vecteurs définissant les forces induites
par d — 1 cables seront aptes a produire a elles seules les accélérations (ou forces)

voulues.
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L’approche vectorielle est choisie pour sa représentation plus intuitive et plus simple.
Aussi, il est ainsi possible d’utiliser une approche quasi-identique pour tous les types de
mécanismes a cables, aussi bien spatiaux que plans. Il est important de noter que les re-
lations vectorielles analytiques qui sont présentées ne représentent pas systématiquement
des lieux d’équilibre pour des mécanismes a cables, mais plutot des lieux potentiels.
En effet, celles-ci sont satisfaites pour un équilibre indifféremment de la tension ou
compression du cable. Cependant, des conditions simples pour lesquelles les frontieres

d’équilibre correspondent a des cables en tension sont présentées.

3.3 Mécanisme plan a 2 ddl

Pour un mécanisme a 2 ddl, les frontieres d’équilibre correspondent a un équilibre a
1 cable. L’équilibre a 1 cable est obtenu pour chacun des cables actionnés du mécanisme
par les équations de force dans le plan. Pour le cas 2 ddl, donc, les lieux d’équilibre
correspondent aux lieux ol le vecteur force dynamique a 'effecteur est parallele a I'un
des cables. Dans cette section il sera question des frontieres d’équilibre a 1 cable avec
et sans liens passifs. Les types de liens passifs traités sont des ressorts et des cables a

tension constante.

(a) Mécanisme sans lien passif. (b) Mécanisme avec liens passifs

Fic. 3.1 — Illustration schématique du mécanisme a 2 ddl plan.

22



3.3.1 Meécanisme plan a 2-ddl sans liaison passive

Dans le cas d’un mécanisme qui ne comprend aucune liaison passive il est évident que
les frontieres sont toujours des droites. Par exemple, les frontieres d’équilibre statique
sont des droites verticales. L’expression de ces frontieres, pour une condition dynamique
donnée par h = (F,, F,) et le vecteur p,, = (a,,b,) reliant 'origine au point d’attache
du cable p considéré pour I'équilibre est obtenue en trouvant la relation pour laquelle

il existe un module « de la force en tension dans les cables qui satisfait la relation :

a(pu - C) =h (31)

Avec ¢ = (z,y) le vecteur position de l'effecteur. Cela correspond aux conditions
pour lesquelles le vecteur h est parallele au vecteur (p, —c). Cette condition s’exprime

donc par :
(pp—¢)"Eh =0 (3.2)

[t

Dans le cas ou les conditions dynamiques ne sont pas reliées aux positions cartési-

avec

ennes, c’est-a-dire s’il n’y a pas de membrures passives, il s’agit donc de droites car

I'expression de 1'équation (3.2) est alors linéaire en x et y.

3.3.2 Mécanisme plan a 2-ddl avec des ressorts

Soit un mécanisme a cables plan a 2 ddl comprenant m ressorts a constante de
rappel K, de longueur libre i, avec vecteur de point d’attache py = (ax, by). Les lieux
d’équilibre sont les endroits ou il y a un module « de la tension dans les cables actifs qui
satisfait la condition dynamique voulue. Comme dans le cas sans membrures passives,
cela correspond au moment ou un vecteur colinéaire a un cable est paralléle au vecteur
des conditions dynamiques voulues. Soit pr = ||px — c|| la longueur du céble passif k.

La relation d’équilibre générale est alors :
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(py — ¢)"Eh, =0 (3.3)
avec, dans ce cas :

he = h—ZKka(pk—C)
k=1

U
Pk

(3.4)

De fagon générale, le polyndme en z,y correspondant & la relation (3.3) a un degré
qui est fonction du nombre de membrures passives. Des explications supplémentaires a

ce sujet sont données a ’annexe D. La forme de cette courbe est :

(CL‘u i bk — Kka) (b‘u — — i CLk — X Kka)) =0 (35)

Il a été vérifié, pour un nombre de ressorts entre 0 et 4, que les lieux d’équilibre

avec m ressorts sont décrits par un polynome de degré inférieur ou égal a 2™ (m + 1)
(D).

Dans le cas ou la longueur libre des ressorts est nulle, on a que V;, = 1 o1 on obtient la
relation (3.6) et (3.7), une relation semblable & I’expression (3.2). Cette relation montre
que, pour un mécanisme comprenant des ressorts de longueur libre nulle, les frontieres
d’équilibre sont des droites. En effet, I'’équation (3.6) est satisfaite quand le vecteur
(c — p,) est aligné au vecteur h,, lequel est indépendant des positions cartésiennes
(équation (3.7)).

(c—p,)"Eh, =0 (3.6)
avec, dans ce cas :
he =h - Z Kk(pk - p“) (37)
k=1

Le passage de Péquation (3.3) & I'équation (3.6) est détaillé & Pannexe A. A cette

forme vectorielle correspond donc des droites de forme :
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T VoY > Sy + > S+ Fub, — Foy — a,Fy + 2F, = (3.8)
k=1 k=1 k=1

avec

Yo = Kk(_bu + bk)
Y, = Ki(—ak+anu)
EC = Kk(buak — aubk)

3.3.3 Meécanisme plan a 2 ddl avec des cables passifs a

tension constante

Plusieurs compagnies offrent des “ressorts a force constante”. Un lien de ce type est
illustré a la figure 3.2. Ce type de lien peut aussi étre obtenu en controlant un moteur

pour qu’il induise une force constante dans un cable.

Fi1c. 3.2 — Mlustration d’un ressort & force constante.

Soit maintenant un mécanisme a cables avec m liens passifs étant des cables a force
négative constante Fj. Pour un cable p, les lieux d’équilibre s’écrivent de fagon similaire

a I’équation (3.3), avec cependant :

b —h- 3 Lk 0 (3.9)
k=1 Pk
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La forme scalaire des lieux d’équilibre correspondante, dans ce cas, est :

T g Ll LISV S o et )L SV S R PR

k=1 Pk P Pk

A partir de 'équation (3.10) il est vérifié que les frontieres d’équilibre a 1 cable
pour un mécanisme comprenant m = 1,...,4 cables passifs a force négative constante
sont décrites par un polynoéme d’un degré inférieur ou égal a 2™ (m + 1), tout comme
dans le cas de membrures de type ressorts a longueur libre arbitraire. Des explications

supplémentaires a ce sujet sont données a ’annexe D.

3.3.4 Considérations générales pour les mécanismes plans a 2
ddl

Pour tout type de mécanisme plan a 2 ddl, avec ou sans liens passifs, il est possible
de représenter les lieux d’équilibre par une relation du type de I’équation (3.3). Aussi,

cette relation sera satisfaite dans trois cas :

1. Cas ou p, — ¢ = 0. Ce cas correspond aux configurations ou le cable actif est de
longueur nulle. Il s’agit donc d’une configuration ou ’équation dégénere et n’est

pas en équilibre proprement dit.

2. Cas ou h, = 0. Pour un mécanisme plan sans liaison passive, ou h, = h n’est
pas fonction des positions cartésiennes, ce cas est le cas statique en apesanteur. Il
s’agit donc d’'un cas ot le mécanisme est en équilibre statique. Pour les mécanismes
avec des liens passifs, le vecteur h, est alors fonction des positions cartésiennes.
Ce cas correspond donc aux positions cartésiennes ot les liens passifs produisent
seuls les accélérations voulues. Il s’agit donc, par exemple, dans le cas statique,
des positions ou le mécanisme est en équilibre statique sous la simple action des

liens passifs.

3. Cas général out (p, — ¢)"Eh, = 0. Correspond aux frontiéres d’équilibre propre-
ment dites, ¢’est-a-dire aux endroits ou une membrure, qu’elle soit indifféremment
en tension ou en compression, suffit a produire la condition dynamique voulue.

Dans le cas 2 ddl plan, il s’agit d’un lieu d’équilibre a 1 cable en tension si
((pu —c)-h.) > 0.

26



3.4 Meécanisme plan a 3 ddl

Ce type de mécanisme est illustré schématiquement a la figure 3.3.

(a) Mécanisme sans lien passif. (b) Mécanisme avec liens passifs

FiG. 3.3 — Illustration schématique du mécanisme a 3 ddl plan.

Pour ce type de manipulateur sans membrures passives et avec des membrures
passives de type ressorts a longueur libre nulle, les frontieres d’équilibre ont été trouvées
par Barrette[13]. Les expressions des lieux d’équilibre sont développées ici avec une
approche vectorielle dans les cas traités dans [13] ainsi que dans les cas de mécanismes
comprenant des liaisons passives de type ressorts a longueur libre arbitraire et cables a

tension constante.

Comme il est mentionné au chapitre 2, il est possible de visualiser les frontieres
d’équilibre dans ’espace tridimensionnel des forces cartésiennes. Aussi, ces frontieres
d’équilibre dynamique correspondent aux configurations ou le vecteur des forces vou-
lues a l'effecteur h se situe sur un des plans de la pyramide. Les configurations dans
lesquelles I'effecteur est en équilibre a 2 cables peuvent étre exprimées par des systemes
d’équations linéaires, ou plus simplement de facon vectorielle. En effet, trois vecteurs
sont dans un méme plan quand leur produit triple est nul. Soit le vecteur v,, définissant
la position du point d’attache du cable p par rapport au repere mobile sur 'effecteur,
et le vecteur c définissant la position du repere de l'effecteur par rapport au repere fixe

et son orientation étant définie par la matrice de rotation Q. Dans 'espace des forces
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cartésiennes, on définit la direction des composantes w, = (f., f,, 7)* du vecteur efforts

cartésiens que produit le cable p a leffecteur (sa norme est arbitraire) :

fy

3.4.1 Mécanisme plan a 3 ddl sans liaison passive

Pour un mécanisme plan a 3 ddl, les équations d’équilibre associées au duo de cables

i et v s’expriment par :

(w, xw,)'h=0 (3.11)

Dans le cas de mécanismes sans liaison passive, la relation (3.11) correspond toujours

a des quadratiques en (z,y) [13].

3.4.2 Mécanisme plan a 3 ddl avec des ressorts

Pour un mécanisme plan a 3 ddl avec des ressorts, les équations d’équilibre associées
au duo de cables u et v s'expriment de fagon similaire a 1’équation (3.11). Soit un
mécanisme a m ressorts de rigidité K et de longueur libre [. La relation d’équilibre a

deux cables est donnée par :

(w, xw,)"h, =0 (3.12)

Avec

he = h-— Z KkaWk (313)



Pe — Ui
Pk

G =

Comme c’est le cas avec les équations d’équilibre du mécanisme plan a 2 ddl (section
3.3), la présence de ressorts a longueur libre nulle ne change pas le degré des courbes
d’équilibre a deux cables. Dans le cas général, cependant, la relation qui exprime les
frontieres d’équilibre a deux cables d'un mécanisme avec m ressorts de longueur libre
I pour un duo de cables correspond a des polyndomes dont le degré maximum dépend

du nombre de membrures passives.

3.4.3 Mécanisme plan a 3 ddl avec des cables passifs a

tension constante

Soit maintenant le cas d’un mécanisme comprenant des liaisons passives de type
cables a tension constante Fj. Comme dans le cas de ressorts a longueurs libres arbi-
traires, on obtient une relation a laquelle correspond un polynome d’un degré dépendant

du nombre de liaisons passives. On a donc :

R
h,=h-Y “Fw, (3.14)
k=1 Pk

Des explications plus détaillées sur les méthodes utilisées pour trouver les polynomes
équivalents aux formes vectorielles et des explications supplémentaires sont données a
I’annexe D. Il y est montré notamment, pour m entre 1 et 4, que la description des
lieux d’équilibre d’'un mécanisme comprenant m cables passifs de type ressort général
ou m membrure passives de type cable a tension constante est associée a un polynome
de degré 2™(m + 2).
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3.4.4 Considérations générales sur les mécanismes plan a 3
ddl

Pour tout type de mécanisme plan a 3 ddl, avec ou sans lien passif, il est possible de
représenter les lieux d’équilibre par une relation ayant une forme similaire a I’équation

(3.12). Aussi, cette relation sera satisfaite dans trois cas :

1. Cas ou w, x w,, = 0. Ce cas correspond aux configurations ol les deux cables
coincident, c¢’est-a-dire qu’ils induisent les mémes accélérations cartésiennes a 1’ef-
fecteur. Il s’agit donc d’une configuration ou I’équation dégénere et n’est pas en

équilibre proprement dit.

2. Cas ou h, = 0. Pour un mécanisme plan sans liaison passive, ou h, = h n’est pas
fonction des positions cartésiennes, ce cas est le cas statique en apesanteur. Il s’agit
donc d’un cas ol le mécanisme est en équilibre statique. Pour les mécanismes avec
des liens passifs, h, est fonction des positions cartésiennes. Ce cas correspond aux
positions cartésiennes ou les liens passifs produisent a eux seuls les accélérations
voulues. Il s’agit donc, par exemple, dans le cas statique, des positions ou le

mécanisme est en équilibre statique sous la seule action des membrures passives.

3. Cas général ou (w, x w,)"h, = 0. Correspond aux frontieres d’équilibre pro-
prement dites, c’est-a-dire aux endroits ou deux membrures, qu’elles soient in-
différemment en tension ou en compression, suffisent a produire la condition dy-
namique voulue. Dans le cas 3 ddl plan, il y a plusieurs facons de décrire les
conditions pour lesquelles il s’agit d’un lieux d’équilibre a 2 cables en tension. On
peut calculer les forces dans les cables pour une condition d’équilibre donnée. La

condition de tension correspond au signe de la force sur ces cables.



P Raideur(N/m)

Ressort 1 (—1,—-0.5) | 0.5
Ressort 2 (—=0.5,0) |5
Ressort 3 (0.5,—0.5) | 10
Cable actionné (0,0)

Conditions dynamiques
Masse effecteur (kg) 1
Accélérations (%) (5,2)

TAB. 3.1 — Architecture utilisée comme exemple avec des ressorts de longueur libre

nulle.

3.5 Exemples de courbes d’équilibre de

mécanismes a 2 ddl

3.5.1 Meécanismes a 2 ddl avec ressorts de longueur libre

nulle

On illustre quelques exemples de lieux d’équilibre de mécanismes plans a 2 ddl avec
des ressorts a longueur libre nulle. On remarque que pour un mécanisme comprenant un
nombre arbitraire de membrures passives de ce type, les lieux d’équilibre sont toujours

des droites. Cette propriété est d’ailleurs explicitée a I’annexe A.

Les courbes d’équilibre a un cable illustrées a la figure 3.4 correspondent a 1’archi-
tecture détaillée au tableau 3.1. Il s’agit des lieux d’équilibre du céble (en noir) avec

trois liens passifs (en vert) de type ressorts a longueur libre nulle.

Tel qu’il est mentionné a la section 3.3.2, la frontiere d’équilibre est une droite
qui correspond aux endroits o le vecteur (c — p,) est aligné avec le vecteur h, (voir

équations (3.6) et (3.7)).



Schéma du lieu d’équilibre du cable
ok LL LSS LLY LS
> Q5L L L LS YAV
b
I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
X

(a) Condition statique

Schéma du lieu d’équilibre du cable
ok LL LSS LLY LS
> Q5L L L LS YAV
b
I I I I 1 I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
X

(b) Condition dynamique : (5,2)m/s?
F1a. 3.4 — Les frontieres d’équilibre avec ressorts a longueur libre nulle (m = 1kg).

3.5.2 Meécanismes a 2 ddl avec ressorts de longueur libre

arbitraire

On illustre a la figure 3.5 des lieux d’équilibre d’'un mécanisme plan a 2 ddl mais

cette fois avec des ressorts a longueur libre arbitraire. Il s’agit des lieux d’équilibre du
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pi Raideur (N/m) | Longueur libre (m)
Ressort 1 (—1,-0.5) | 0.5 0.2
Ressort 2 (—=0.5,0) |5 0.15
Ressort 3 (0.5,—0.5) | 10 0.1
Cable actionné (0,0)

Conditions dynamiques

Masse effecteur (kg) 0.1
Accélérations (%) (2,2)

TAB. 3.2 — Architecture utilisée comme exemple avec des ressorts de longueur libre

arbitraire.

cable (en noir) avec trois liens passifs (en vert) de type ressorts de longueur libre non
nulle (représentée par les cercles verts foncés). Par ailleurs, il est important de noter
qu’en pratique, lorsque 'effecteur se situe a I'intérieur de ces cercles, les forces induites
par les ressorts peuvent étre indéfinies. Comme il a été montré précédemment, ces lieux
d’équilibre ne correspondent plus a des droites mais plutot a des polynomes dont le
degré maximum est fonction du nombre de liens passifs. L’architecture et les conditions
dynamiques sont données au tableau 3.2. Il s’agit d’un cas ou il y a trois cables passifs.

Tel que montré a I'annexe D, I'expression peut s’exprimer par un polynoéme de degré
32.

3.5.3 Meécanismes a 2 ddl avec liens passifs a tension

constante

Ala figure 3.6, on illustre finalement des exemples de lieux d’équilibre de mécanismes
plans a 2 ddl avec des cables a tension constante. L’architecture considérée pour
I’exemple et les conditions dynamiques sont données au tableau 3.3. Comme c’est le
cas avec des mécanismes ayant des ressorts de longueur libre arbitraire, ’expression des
lieux se décrit par un polynome dont le degré est fonction du nombre de membrures
passives. Dans le cas d'un mécanisme a trois membrures passives comme il est présenté
ici, il s’agit d’'une courbe de degré 32. Des analyses sur les formes polynomiales sont

présentées en annexe D.
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Schéma du lieu d’équilibre du cable
0.2
0 L L L LS
-0.2
-0.4
> L L L LS L L L LS
-0.6
-0.8
-1 [
-1.2c I
-1 -0.5 0 0.5
X
(a) Condition statique
Schéma du lieu d’équilibre du cable
0.2
0 L L L LS
-0.2
-0.4
> L L L LS L L L LS
-0.6
-0.8
-1 (¢
-1.2c I
-1 -0.5 0 0.5
X

(b) Condition dynamique : (2,2)m/s?

F1a. 3.5 — Les frontieres d’équilibre avec ressorts a longueur libre arbitraire (m =
0.1kg).

3.6 Exemples de courbes d’équilibre de

mécanismes a 3 ddl



Schéma du lieu d’équilibre du cable
04r-
021
ok LL L LS
—02k
-0.41
> LL L LS LLL LS
—0.6L
—0.8k
b
12b
-1.41-
I I I I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
(a) Condition statique
Schéma du lieu d’équilibre du cable
04r-
021
ok LL L LS
—02k
-0.41
> LL L LS LLL LS
—0.6L
—0.8k
Al /
_12b
-1.41-
I I I I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

(b) Condition dynamique : (10, 2)m/s>
F1G. 3.6 — Les frontieres d’équilibre avec cables passifs a tension constante (m = 1kg).

3.6.1 Meécanismes a 3 ddl sans lien passif

On trace les frontieres d’équilibre d’'un mécanisme sans liaison passive, dont 'ar-

chitecture est détaillée au tableau 3.4. Les frontieres d’équilibre sont illustrées pour la
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P: Force

Cable passif 1 (—1,-0.5) | 2N
Cable passif 2 (—0.5,0) |5 N
Cable passif 3 (0.5,—-0.5) | 7N
Cable actionné (0,0)

Conditions dynamiques
Masse effecteur (kg) 1
Accélérations (%) (10,2)

TAB. 3.3 — Architecture utilisée comme exemple avec des cables a tension constante.

Architecture
Pi Vi

Cable actionné 1 (0,0) (0.1,0)
Cable actionné 2 (—1,-0.5) | (—0.1,0)

Conditions dynamiques
Masse effecteur 1 kg
Inertie effecteur 1 kgm?
Accélérations cas statique nulles

Accélérations cas dynamique | a, = 5m/s?, a, = 2m/s* a, = lrad/s?

Orientation effecteur 20 degrés

TAB. 3.4 — Architecture sans cables passifs (figure 3.7)

condition statique et une condition dynamique. Tel qu’il est mentionné a la section
3.4.1, il s’agit d'une quadratique, plus précisément d’une hyperbole dans ce cas. Les
courbes d’équilibre a deux cables sont illustrées a la figure 3.7 pour ’architecture définie
au tableau 3.4.

3.6.2 Meécanismes a 3 ddl avec ressorts de longueur libre

nulle

On illustre maintenant a la figure 3.8 les lieux d’équilibre d’un mécanisme plan a 3
ddl avec des ressorts de longueur libre nulle, dont 1’architecture est donnée au tableau

3.5. Les 2 cables actionnés considérés pour 1’équilibre sont tracés en noir et les liens

36



Lieux d'équilibre a deux cables

(a) Condition statique

Lieux d'équilibre & deux cables

(b) Condition dynamique : (5,2)m/s? a, = lrad/s>
Fi1G. 3.7 — Les frontieres d’équilibre sans cables passifs.

passifs (ressorts) en vert. Tel quattendu, les frontieres d’équilibre correspondent a des

quadratiques, plus précisément a des hyperboles.
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Architecture
Pi Vi
Cable actionné 1 (0,0) (0.1,0)
Cable actionné 2 (=1,-0.5) | (—0.1,0)
Ressort 1 (0.5 N/m) (—1,0) (—0.1,0)
Ressort 2 (5 N/m) (—0.5,—0.5) | (—0.1,0)
Ressort 3 (10 N/m) (0.5,—0.5) | (0.1,0)

Conditions dynamiques

Masse effecteur 1 kg
Inertie effecteur 1 kgm?
Accélérations cas statique nulles

Accélérations cas dynamique | a, = 5m/s? a, = 2m/s* a, = lrad/s*

Orientation effecteur 20 degrés

TAB. 3.5 — Architecture avec des ressorts de longueur libre nulle (figure 3.8).

3.6.3 Meécanismes a 3 ddl avec ressorts de longueur libre

arbitraire

Voici maintenant quelques exemples de lieux d’équilibre de mécanismes plans a 3
ddl avec des ressorts de longueur libre arbitraire. L’architecture est illustrée au tableau
3.6. Pour I'exemple, I'architecture est la méme que celle présentée au tableau 3.5 mis
a part la longueur libre des ressorts qui n’est pas nulle. Les frontieres d’équilibre sont
tracées a la figure 3.9. Les deux cables actifs sont en noir, et les trois cables passifs
sont en vert. Les cercles en vert foncé autour des points d’attache des cables passifs
représentent la longueur libre des ressorts. Dans ce cas, les courbes correspondent a des

polynomes de degré 40.

3.6.4 Mécanismes a 3 ddl avec liens passifs a tension

constante

Finalement quelques exemples de lieux d’équilibre de mécanismes plans a 3 ddl

avec des cables passifs a tension constante sont montrés. Les courbes d’équilibre sont
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Lieux d'équilibre & deux cables

0.2

—0.2+

(a) Condition statique

Lieux d'équilibre & deux cables
0.2

—0.2+

(b) Condition dynamique : (5,2)m/s? a, = lrad/s>
Fi1G. 3.8 — Les frontieres d’équilibre avec des ressorts de longueur libre nulle.

représentées a la figure 3.10 et correspondent a ’architecture représentée au tableau 3.7.
Les deux cables en noir représentent les liens actionnés, et les trois cables en vert les liens
passifs. Dans ce cas, I’expression polynomiale correspondant a la relation vectorielle des

lieux d’équilibre est de degré 40.
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Architecture
pi v; Longueur libre
Cable actionné 1 (0,0) (0.1,0)
Cable actionné 2 (—1,-0.5) | (—0.1,0)
Ressort 1 (0.5 N/m) | (—1,0) (—0.1,0) | 0.2m.
Ressort 2 (5N/m) (—0.5,—0.5) | (—=0.1,0) | 0.1m.
Ressort 3 (10N/m) | (0.5,—0.5) | (0.1,0) | 0.15m.

40

Conditions dynamiques

Masse effecteur 1 kg

Inertie effecteur 1 kgm?

Cas statique nulles

Cas dynamique a; = 5m/s* a, = 2m/s* a, = lrad/s*
Orientation 20 degrés

TAB. 3.6 — Architecture avec des ressorts de longueur libre arbitraire (figure 3.9).

Architecture
Pi Vi
Cable actionné 1 (0,0) (0.1,0)
Cable actionné 2 (—1,-0.5) | (0.1,0)
Lien passif 1 (0.5 N) (—1,0) (—0.1,0)
Lien passif 2 (5 N) (—=0.5,—0.5) | (—=0.1,0)
Lien passif 3 (10 N) (0.5,-0.5) | (0.1,0)
Conditions dynamiques
Masse effecteur 1 kg
Inertie effecteur 1 kgm?
Accélérations cas statique nulles
Accélérations cas dynamique | a, = 5m/s? a, = 2m/s* a, = lrad/s*
Orientation 20 degrés

TAB. 3.7 — Architecture avec des liens passifs a tension constante.



Lieux d'équilibre & deux cables

0.2

-14F

(a) Condition statique

Lieux d'équilibre & deux cables

0.4

0.2

—1.2+

-14f

0.2 0.4 0.6 0.8 1

X o

(b) Condition dynamique : (5,2)m/s? a, = lrad/s?
F1a. 3.9 — Les frontieres d’équilibre avec des ressorts de longueur libre arbitraire.
3.7 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, des relations décrivant les lieux d’équilibre ont été présentées pour

les mécanismes plans a 2 et 3 ddl pouvant inclure des liens passifs de type ressorts ou
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Lieux d'équilibre & deux cables

—0.2+

(a) Condition statique

Lieux d'équilibre & deux cables
0.2

—0.2+

(b) Condition dynamique : (5,2)m/s% a, = 2rad/s>
F1G. 3.10 — Les frontieres d’équilibre avec cables passifs a tension constante.

cables a tension constante. Ces relations ont permis, par la suite, de tracer des exemples
de lieux d’équilibre pour différents mécanismes. Il faut noter que ces lieux d’équilibre
ne correspondent pas nécessairement a des conditions de tension dans les cables. Aussi,
des conditions vectorielles simples permettant de vérifier la condition de tension ont été

présentées pour le cas 2 ddl. En ce qui concerne le cas 3 ddl, cette question n’a pas été
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traitée. Une fois les courbes d’équilibre obtenues, il faut donc trouver les forces dans

les deux cables considérés pour I'équilibre et de vérifier qu’ils sont en tension.

Les frontieres de I’espace atteignable global des mécanismes a cables, formées des
lieux de singularité et des lieux d’équilibre, dont il a été question tout au long de ce
chapitre, permettent de définir ’espace atteignable. Avec les lieux de singularité et les
lieux d’équilibre, un espace atteignable est simplement quantifié par la mesure de l'aire.
Au chapitre suivant, il sera question de la quantification de ’aire de ’espace de travail

dynamique des mécanismes a cables.
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Chapitre 4

Méthodes de calcul de ’espace

atteignable : cas plan

Ce chapitre présente les méthodes de calcul de I’espace atteignable de manipulateurs plans.
Ces méthodes diverses visent & mesurer une aire de travail de fagon quantitative. Cela permet
de définir des fonctions objectives visant a caractériser les performances d’'un manipulateur.
Les algorithmes présentés sont valides pour des mécanismes plans a 2 ddl et 3 ddl.
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4.1 Calcul de ’aire exacte

Pour les types de mécanismes a cables plans pour lesquels les équations exactes
des frontieres ont été trouvées et implantées, il est possible de calculer 'aire exacte de
I’espace atteignable dynamique. L'une des facons d’effectuer ce calcul consiste a utiliser
le théoreme de Gauss, 'autre consiste simplement a utiliser le fait que les branches des
fonctions existantes sont des courbes définies, et que conséquemment les segments des

frontieres sont des fonctions. Cela permet de trouver ’aire par sommation d’intégrales.

4.1.1 Théoréme de Gauss

Le théoreme de Gauss permet le calcul de l'aire de sections fermées continues.
Comme il a été établi que les frontieres de ’espace atteignable dynamique sont systéma-
tiquement des quadratiques, il est donc possible d’utiliser ce théoreme pour calculer
I’aire de cet espace. Le théoreme de Gauss stipule que 'aire définie par une série de
courbes définissant une section fermée s’exprime a ’aide du vecteur normal de cette
courbe. Ainsi, pour une suite de IV courbes ayant comme vecteur position s; et comme
vecteur normal sortant de la surface n;, chacune sur un domaine 9€2; et formant une

surface fermée, 'aire S sera :

N
1
S = ; : /m s: - 1y do%Y; (4.1)

Dans le cas plan, il a été démontré que les courbes de frontieres sont des quadratiques
[13]. Aussi, il est possible d’exprimer les segments de courbes par leur vecteur position
et aussi de trouver les vecteurs normaux correspondants. Il faut ensuite écrire des ex-
pressions intégrales pour chacune des formes de quadratiques possibles. Les équations
des lieux d’équilibre trouvées au chapitre 3 sont des expressions implicites ou polyno-
miales. Il peut étre intéressant de constater qu’il existe une formulation paramétrique
des différents types de quadratiques. Ainsi, les équations générales des paraboles, hyper-
boles et ellipses sont développées et les correspondances entre les équations implicites

générales et celles-ci sont trouvées. Les expressions paramétriques des diverses formes
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de quadratiques sont les suivantes (le parametre est t) :

parabole : x = t (4.2)
y = at® + (b— 2ax,)t + ax® + bx, + 1y,
ellipse : o = ricos¢cost —rosingsint + z, (4.3)
y = risin¢gcost 4+ rocosgsint 4y,
hyperbole : x = =r{cos¢cosht — rysingsinht + x, (4.4)
y = Zrysin¢cosht+ rycos¢sinht + y,

Les formules paramétriques générales de 'ellipse (4.3) et de 'hyperbole (4.4) cor-
respondent a la généralisation des formes paramétriques de base pour une orientation
quelconque donnée par I'angle ¢. Dans le cas de ellipse, il s’agit d’une forme fermée
et t = [0,2n] décrit la totalité de la courbe. Dans le cas de I'hyperbole, le choix +7r;
donne la branche de droite de I’hyperbole, et le choix —r; la branche de gauche (par
rapport a ¢ = 0). Dans ce cas, il s’agit d'une forme ouverte et le parametre ¢ varie de

—00 a 400 (la courbe décrivant a +oo une asymptote).

Pour chacune de ces formes de quadratique, il existe une équivalence par rapport a
I'expression algébrique implicite générale des quadratiques ((y—ax—b)?—ca? —dr—e =

0). Ces relations d’équivalence sont développées en annexe B.1.

4.1.2 Sommation d’intégrales

Comme I'a notamment fait Barrette[13], il est en général possible de décomposer des

L Dans

expressions polynomiales de quadratiques en segments qui sont des fonctions
les cas ou chaque segment de courbe est une fonction, il est alors possible d’utiliser
simplement une sommation d’intégrales pour le calcul de 'aire. En effet, par définition,
une fonction n’a qu'une image pour chaque abcisse. Aussi, une zone cartésienne fermée

composée de segments de fonctions se définit par groupes de segments les uns au dessus

1'Un cas d’exception est le segment de droite vertical, qui n’est pas une fonction. Néanmoins, ce type
de segment n’empéche pas 'utilisation de sommations d’intégrales comme on ’observe dans 1’exemple

a la figure 4.1.
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des autres. Par des opérations booléennes sur ces groupes de segments, on obtient I’aire
a 'intérieur de la zone.

y A

Fia. 4.1 — Hlustration du principe de soustraction d’aires avec des fonctions.

On illustre ce principe a la figure 4.1. Soit onze segments qui relient les points s;
a s entre eux pour former une aire fermée. Dans ce cas, 'aire de la zone totale S;

s’exprime en fonction des aires .S; ; sous les segments ¢ a j :
Sy = S1,6 — 56,7+ Ss9 — So.1 (4.5)

Il est a noter qu’a I’équation 4.5, Sg 1 représente les segments 9 — 10, 10 — 11 et 11 — 1.
Ainsi, il est possible d’intégrer ce principe sous forme d’algorithme pour calculer Iaire

d’une zone fermée formée de segments de fonctions.

4.1.3 Algorithme de découpe pour le croisement avec un

espace limité

Dans le cas d’'un mécanisme plan, il peut étre utile de mesurer I’espace atteignable
a orientation constante inscrit dans un espace plus restreint que 1’espace atteignable
total. Par exemple, on peut imaginer un mécanisme a cables plan a l'extérieur d’une
zone que le mécanisme peut physiquement atteindre (voir figure 4.2) ou d’une zone de

travail utile.

Dans ce cas, un algorithme est développé pour permettre de calculer cet espace de

travail utile. Par exemple, cela peut servir a comparer des mécanismes qui ne doivent

47



Fi1G. 4.2 — llustration du calcul de 'espace dans une sous-zone utile.

travailler que dans un certain sous-domaine de leur espace atteignable global. Dans le
cas d’un mécanisme a cables plan, il est possible que ’espace de travail dynamique soit
ouvert. Dans ce cas, il est indispensable d’imposer des limites physiques au débattement

du mécanisme pour mesurer l’espace de travail dynamique.

L’algorithme a été développé pour un sous-espace circulaire, et pourrait étre étendu
a toute autre forme de sous-espace physique atteignable. L’algorithme peut étre décrit

comme suit :

1. Trouver les intersections entre la forme considérée pour la zone utile de travail et

les courbes définissant 1’espace de travail.

2. Ordonner ces segments en vérifiant lesquels sont a l'intérieur et lesquels sont a
I’extérieur entre chaque intersection de la zone de contour. Pour ce faire il faut
d’abord tester les courbes frontieres pour vérifier si les courbes forment une zone

ouverte ou fermée.

(a) Dans le cas ou les frontieres sont ouvertes, il faut les fermer avec la forme
de contour. Puis, de facon générale, il faut vérifier numériquement I'appar-

tenance a l’espace de travail de chaque coté des courbes.

(b) Dans le cas ou les frontieres sont fermées, il devient trivial de savoir quelles
zones sont a l'intérieur et quelles zones sont a l'extérieur de l'espace de

travail. En effet, ’aire est nécessairement finie.

3. Ensuite, avec chaque segment formant le nouvel espace de travail dynamique a
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Condition dynamique Architecture
Accélérations | (ag,ay,a.) = (52,22, 174 || § 45°
Orientation | 20° Ry(attache) | 5bm
Masse 10kg \z (—=1,0) ou (1,0)
Inertie 10kgm? Ry (découpe) | 3.8m

TaB. 4.1 — Caractéristiques du mécanisme utilisé comme exemple avec I'algorithme de

découpage.

mesurer, il est possible de calculer I'aire exacte de I’espace de travail.

L’exemple suivant illustre 1'utilisation de cet algorithme pour trouver I'espace attei-
gnable statique d’un mécanisme 2 6 cables actionnés. A la figure 4.3, Uespace atteignable
statique est tracé pour un mécanisme a 6 cables ayant les caractéristiques données au
tableau 4.1.

Aire=45.0143m?

Aire=51.4805m’ Ry 100

(a) Espace atteignable et le cercle de (b) Espace atteignable inscrit dans un

découpe cercle

F1G. 4.3 — Tllustration de I'algorithme de découpage(espace atteignable en régime sta-

tique).

On remarque qu’a la figure 4.3(a), un arc de cercle définit la limite de l'espace
atteignable au bas du graphique. En considérant que la gravité agit en —y, l'espace
atteignable statique est ouvert et infini vers le bas. Dans le cas présent, il a été considéré

que l'espace doit étre fini et inscrit dans le cercle qui définit les points d’attache.

A la figure 4.3(b), l'algorithme de découpe est utilisé pour calculer I'aire inscrite
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dans un cercle d’un rayon de 3.8m.

4.2 Découpage numérique avec tests vectoriels

simplifiés

Pour mesurer 'aire de l'espace de travail il est aussi possible d’utiliser des tests
vectoriels en plusieurs points. Il s’agit de mesurer I'aire par sommation de petites aires
dont I'appartenance a ’espace de travail est vérifiée de fagon vectorielle. Pour ce type
de calcul numérique, et pour les types de calculs présentés a la section 4.3, il n’est
pas présenté de méthode de découpage pour un sous-espace donné, car il est facile de
spécifier les bornes a l'intérieur desquelles les tests sont faits. Bien entendu, pour ces
mémes deux sections, les découpages peuvent se faire de plusieurs facons. Ainsi, les
algorithmes ont été développés pour un découpage radial et cartésien. La vérification

de 'appartenance a ’espace de travail se fait comme suit :

1. Calcul numérique des forces dans les cables pour toutes les combinaisons de n

cables (pour un mécanisme a 3 ddl plan n = 3) a I’équilibre.

2. S’il existe une combinaison de cables avec des forces positives et finies, il est
vérifié que la pose est a 'intérieur de 'espace de travail. Dans le cas contraire, il
est admis que la pose considérée n’est pas dans ’espace de travail car aucune des

combinaisons de cables ne peut la générer.

La figure 4.4 illustre comment ['aire discrétisée approxime l'aire exacte. Il y est
tracé le méme espace de travail statique qu’a la section 4.1 pour les mémes conditions,
soit celles données au tableau 4.1. Il n’y a toutefois pas de limite de contour a Ry =
3.8m. Aussi, dans ce cas, 'espace a été calculé a l'intérieur d’un cercle de 5m (R5) en

discrétisant de facon radiale en 40 points pour le rayon et 80 points entre 0 et 360°.
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Fi1G. 4.4 — Tllustration de I'aire mesurée par découpage numérique radial.

4.3 Découpage numérique progressif

Le calcul de I'espace vectoriel numérique par discrétisation de I'espace de travail peut

étre optimisé. En effet, dans le cas présent, les courbes frontieres sont des quadratiques.

Donc, il est certain que I'aire formera au maximum une zone fermée. Un algorithme par

découpage numérique progressif est donc présenté. Les étapes de cet algorithme sont :

1.
2.

D.

Discrétisation et tests vectoriels a faible résolution.

Identification des zones testées positives qui sont entourées de zones testées posi-

tives.

Marquage de ces zones pour ne plus les tester lors de passages a résolution

supérieures et addition de leur aire.

Balayage a résolution supérieure et retour a I’étape 2 jusqu’a obtention de la

résolution voulue.

Arrét de la procédure.

Ainsi, laire totale est obtenue. On remarque une amélioration non négligeable de la

vitesse de calcul de l'aire par rapport a la méthode décrite a la section 4.2. Le tableau

4.2 indique les temps de calcul pour chacune des méthodes avec un mécanisme témoin.

Le méme exemple que précédemment est illustré a la figure 4.5. La résolution numérique

utilisée est la méme.
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A=51.4571

Fi1G. 4.5 — Illustration de I'aire mesurée par découpage numérique progressif radial.

4.4 Considérations générales

Les diverses méthodes de calcul de I'espace de travail sont maintenant comparées.

Pour le cas témoin d’espace atteignable étudié dans ce chapitre, les temps de calcul

sont comparés 2.

Méthode Temps de calcul | Potentiel de généralisation
Sommation 4.8 sec. Difficile de traiter des courbes
d’intégrales analytiques plus complexes
Discrétisation | 51.5 sec. Excellente

Discrétisation | 12.7 sec. Excellente

progressive

TAB. 4.2 — Comparaison entre les méthodes de calcul de 'aire de 1'espace atteignable.

D’abord, on remarque la grande rapidité de la méthode de calcul exact par somma-
tion d’intégrales. Cependant, dans le contexte d’une optimisation, la méthode exacte est
considérée instable. En effet, le calcul d’intersections entre des quadratiques tres sem-
blables peut provoquer la formation de dénominateurs tres petits. Aussi, le développe-
ment de méthodes de calcul numériques pour le cas plan peut étre étendu plus faci-
lement pour des mécanismes comprenant des membrures passives et des mécanismes

tridimensionnels dont les frontieres analytiques sont des courbes plus complexes. Le

?Les temps suivants sont obtenus avec un processeur pentium 500 Mhz 512 Megs de RAM avec
Windows XP et Matlab version 6.1.



choix de T'utilisation de l'algorithme de découpage numérique progressif est donc jus-
tifié par la facilité de sa généralisation a des mécanismes avec membrures passives plans

et en trois dimensions.
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Chapitre 5

Criteres d’optimisation et

optimisation : cas plan

Ce chapitre porte sur la définition de criteres d’optimisation et sur la programmation
d’optimisation. On justifie aussi les choix des masses et des propriétés physiques par rapport
au développement d’un prototype. Des résultats et des discussions pour plusieurs critéres
d’optimisation sont exposés. On y trace aussi des exemples avec certains mécanismes.
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5.1 Algorithme d’optimisation

Les algorithmes d’optimisation utilisés sont de type minimisation de fonctions non
linéaires a plusieurs variables avec conditions frontieres et contraintes. Les optimisations
ont été effectuées avec le logiciel Matlab. Dans la plupart des cas, la fonction “fmincon”

a été utilisée.

Pour faire une optimisation, il faut d’abord définir les criteres d’optimisation qui
seront utilisés. Des fonctions objectives sont donc développées. Plusieurs de ces fonctions
tiendront compte de I’aire de ’espace de travail dynamique dont le calcul a été développé

au chapitre précédent. Les variables a optimiser seront les positions des points d’attache.

Le calcul de l'aire de 'espace de travail dynamique est numérique, et procede par
discrétisation. Il est important de tenir compte de ce fait dans le développement des
fonctions d’optimisation. En effet, les fonctions objectives seront discretes par rapport
aux variables d’optimisation. Ainsi, les intervalles pour le calcul des gradients doivent

étre choisis en conséquence.

5.2 Criteres d’optimisation

La compréhension de la cinématique, de la dynamique et des frontieres de 1’espace
atteignable des mécanismes a cables ainsi que les méthodes de calcul de 'espace de
travail dynamique présentées dans les chapitres 1, 2, 3 et 4 sont maintenant utilisées
pour la définition de criteres de performance. Ces mémes criteres sont utilisés dans le
but de définir des architectures intéressantes par optimisation. Les criteres définis ici
sont développés pour les mécanismes plans a 3 ddl. Ils pourraient éventuellement étre

adaptés a des mécanismes plans a 2 ddl en translation seulement.

5.2.1 Aire pondérée

L’un des aspects intéressants des mécanismes a cables est le fait qu’ils permettent

de grands débattements. Pour mettre cette caractéristique en relief il est possible d’op-
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timiser 'aire de ’espace de travail dynamique. Ce critere consiste donc simplement en
la mesure de l'aire a une orientation constante moyennée sur plusieurs conditions dy-
namiques. Il ne tient donc pas compte des orientations possibles de I'effecteur. Comme
il a été expliqué au chapitre 4, l'aire est exprimée par une sommation d’aires dont

I’appartenance a 'espace atteignable est vérifiée.

Soit A; laire associée a la condition dynamique i, et A; = >7_; A;; olt A;; est I'aire
d’un élément discret j pour la condition dynamique ¢. L’évaluation de 'aire de 1’espace

atteignable 2d sur k conditions dynamiques s’exprime donc par :

n= ZAi (5.1)

5.2.2 Mobilité ou volume atteignable plan

Le critere de la mobilité, ou du volume atteignable en 3 ddl donne une mesure du
volume atteignable dans 'espace (XY, ¢). Par exemple, selon ce critére, un mécanisme
ayant des plages d’orientation étendues sur un espace atteignable 2d est considéré
comme intéressant. Comme l'espace atteignable dynamique varie selon les conditions
dynamiques, un critere de mobilité moyenné sur plusieurs conditions dynamiques jugées
intéressantes peut aussi étre utilisé. Le critere de performance 7 s’exprime donc par un
volume dans l'espace (X, Y, ¢) de fagon discrete approximé par une sommation de cubes

numeériques.

k

n o= >V
i=1

Vi = ZASCijAyijA¢ij

1

=

J

(5.2)

ou V; est un volume associé a la condition dynamique 7, et Az;;, Ay;; et Agy;
définissent les éléments discrets j associés a la condition dynamique ¢. L’algorithme

développé pour quantifier le volume est sensiblement le méme que celui utilisé pour
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mesurer 'aire de l'espace de travail dynamique. On observe a la figure 5.1, que ce
volume peut étre composé de plusieurs volumes distincts. On y observe un volume
autour de ¢ = 0 et un autre autour de ¢ = 100°. On note aussi, comme on est dans
le cas plan, il est considéré possible que les cables se croisent et que la configuration
soit quand meéme réalisable. Il faut aussi prendre note que les volumes observés ont
une signification en absolu seulement. Les positions z, y ou ¢ sont simplement des

coordonées.

Volume atteignable plan

250

200

1150

<100

150

@ (degres)

F1Gc. 5.1 — Illustration d’un volume en X, Y, ¢

5.3 Meéthodologie d’optimisation

Chacun des criteres de performance développé précédemment peut étre utilisé dans
le cadre d’une optimisation. Dans le cadre de ce travail, la programmation est faite
dans le logiciel matlab et la méthode d’optimisation est une optimisation non linéaire
contrainte et bornée. Les criteres précédents sont implantés sous forme de fonctions
dépendantes des parametres géométriques. Ces mémes parametres sont bornés a leurs
valeurs réalisables et choisis arbitrairement. Au chapitre 4, plusieurs méthodes de calcul
de T'aire ont été proposées. Il a été observé que les méthodes exactes sont instables
numériquement, car elles impliquent des calculs d’intersections de quadratiques ou de
polynomes de degré plus élevé dans le cas de mécanismes comprenant des membrures

passives. Or, ces polynomes peuvent changer rapidement pour de petites variations des
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parametres. Aussi, les calculs des multiples intersections entre ces polynomes peuvent
étre complexes dans le cas de polynomes de degré élevé. On choisit donc d’utiliser les
méthodes de calcul de l'espace atteignable numériques en discrétisant 1’espace dans
le domaine cartésien et angulaire. Par une telle méthode, toutefois, on obtient des
fonctions discretes et il est donc impératif de controler les niveaux de précision pour
obtenir des pas d’itération suffisamment grands afin de faire varier la fonction discrete.
Il s’agit donc d’un compromis entre la stabilité et la précision de calcul. On note aussi
que les résultats des optimisations ne sont pas des optimums globaux, mais les meilleurs

parmis les optimums locaux trouvés.

5.4 Modele d’optimisation et justifications

On définit un modele et des parametres géométriques comme variables d’optimisa-
tion. Avec les criteres choisis, il est alors possible d’obtenir des valeurs optimales pour
chacun des parametres libres a optimiser. La démarche présentée ne prétend pas donner
un mécanisme a cable optimal absolu mais vise plutot a démontrer comment certains

criteres d’optimisation s’appliquent aux mécanismes a cables.

On choisit un modele d’optimisation a 5 variables. L’architecture considérée ici I’est

pour plusieurs raisons :

1. Une architecture a trois cables (non redondante) est choisie pour simplifier le

controle.

2. Un cable passif de type tension constante est intégré a I’architecture. Un tel cable
permet d’induire des accélérations supérieures a la gravité vers le bas, et est moins

restreignant qu’une liaison de type ressort avec de grandes élongations.

3. Le laboratoire utilise une structure de mécanisme a cable reconfigurable en forme
de cube de deux metres d’arétes. Ainsi, la géométrie des parametres d’optimisation
est choisie pour s’intégrer facilement a cette structure, tel qu’illustré a la figure
5.2.

Ainsi, un modele d’optimisation a cing variables est développé. Quatre de ces va-

riables sont reliées aux points d’attache fixes des cables actifs et du cable passif. Le
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cinquieme parametre définit la position du cable passif sur 'effecteur par rapport au
centre de l'effecteur (ce parametre peut prendre des valeurs entre —0.1m et 0.1m) . Les

parametres variables lors des optimisations sont les valeurs [; a [ telles que définies a

la figure 5.2.
D
= I
|
plateforme : 0.2 m
g m = 0.093 kg
—_ I=10 =31X10" kg.m]
N

2m

Fi1G. 5.2 — Illustration des parametres architecturaux pour 'optimisation.

5.4.1 Critere de ’aire pondérée

On considere d’abord comme fonction a optimiser ’aire de 1’espace de travail dyna-
mique moyennée sur plusieurs conditions dynamiques. Pour la pondération, on choisit
des conditions dynamiques variant entre —5 g et 5 g en x et y, ainsi que des accélérations
angulaires comprises entre —10 et 10 rad/s*>. Comme la méthode d’optimisation est
numérique, on essaie plusieurs valeurs initiales pour les optimisations. Les valeurs op-
timales de la fonction objective retenues sont celles qui sont les meilleures parmi les
résultats obtenus pour les diverses valeurs initiales utilisées. On note aussi que pour
cette optimisation, 'orientation nulle est choisie. Les résultats sont inscrits au tableau
5.1.

Le minimum retenu est donc le troisieme optimum. Cette configuration, ainsi que
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Point initial Optimum local Aire moyenne
(0,0.8,1,1,-0.1) | (=0.5,—0.1,0.5,1.5,—0.1) 0,86 m?
(1,1,1,1,0) (—1,2,2,2,0.0823) 1,2 m?
(=1,1,1,1,0) (—0.8125,1.375,0.4375, 1.5625,0.05625) | 1.3 m?

TaAB. 5.1 — Résultats des optimisations avec aire pondérée.

son espace atteignable statique, sont représentés a la figure 5.3.

Aire de I'espace de travail cas statique
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Fi1c. 5.3 — Le résultat de 'optimisation.

On note que le critere qui a été utilisé pour cette optimisation ne tient pas compte
de I'espace atteignable en orientation ainsi que de la dextérité du mécanisme. Pour avoir
une idée sommaire des caractéristiques de ce mécanisme, ces propriétés sont illustrées
dans le cas statique a orientation nulle. On trace d’abord les courbes de dextérité du

mécanisme (& orientation nulle) a la figure 5.4(a).

Soit les matrices A et B telles que définies a I’équation (1.3). Cette dextérité s’ex-

prime ainsi :
1
k= (5.3)
(IA='BI)(IB1A)

Evidemment, en s’approchant des courbes de singularité, la dextérité diminue. Ce-
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Courbes iso-dextérité (singularités en pointillé)
T T T T T T T

Orientations atteignables pour le cas statique
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(a) Dextérité (b) Orientations atteignables

F1G. 5.4 — Caractéristiques du mécanisme obtenu par optimisation de l’aire de 1’espace

atteignable moyenne.

pendant, le mécanisme est jugé utilisable a partir de la derniére courbe iso-dextérité
tracée pres des lignes de singularité, lesquelles correspondent a une dextérité de 0.0212
(en utilisant la norme euclidienne). La différence de dextérité entre les courbes est de
0.0212. La dextérité est donc de 0.211 sur une grande partie de l’espace de travail
statique. On trace ensuite les orientations atteignables dans la condition statique a
orientation nulle & la figure figure 5.4(b). Il est observé que les plages d’orientation

atteignables sont (pour le cas statique toujours) de £60°.

5.4.2 Critere de la mobilité pondérée

On considere ensuite la fonction objective suivante : la mobilité moyennée sur plu-
sieurs conditions dynamiques. Pour la pondération, on choisit les mémes conditions
qu’a la section 5.4.1, soit des conditions dynamiques variant entre —5 g et 5 g en
et y, ainsi que des accélérations angulaires comprises entre —10 et 10 rad/s*. Comme
la méthode d’optimisation est numérique, on essaie encore une fois plusieurs valeurs
initiales pour les optimisations. Les valeurs optimales de la fonction objective retenues
sont celles qui sont les meilleures parmi les résultats obtenus pour les diverses valeurs

initiales utilisées.
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Point initial Optimum local Mobilité moyenne
(0,0.8,1,1,-0.1) | (1,1,0,2,—0.1) 3.235 rad.m?
(1,1,1,1,0) (—=1,2,2,0,0.1) 3.822 rad.m?
(=1,1,1,1,0) (—1,2,2,1.7969,0.1) | 4.494 rad.m?

TAB. 5.2 — Résultats des optimisations avec mobilité pondérée.

Aire de I'espace de travail cas statique
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F1G. 5.5 — Le résultat de I'optimisation.

Avec ce mécanisme aussi, pour avoir une idée sommaire des caractéristiques, les
courbes de dextérité a orientation nulle et l'espace atteignable en orientation sont
illustrées dans le cas statique. La premiere observation, faite a la figure 5.5, est que
I'espace atteignable statique de cette architecture est composée de deux zones dis-
tinctes. Cette propriété est reliée au fait que deux cables sont croisés a l’orientation
de référence. On trace les courbes de dextérité du mécanisme (a orientation nulle) a la
figure 5.6(a). Evidemment, encore une fois, en s’approchant des courbes de singularité,
la dextérité diminue. L’architecture croisée des cables fait qu’il y a une courbe de sin-
gularité diagonale qui sépare les deux zones de I'espace atteignable. Aussi, la dextérité
est mauvaise sur une plus grande partie de 'espace atteignable. En effet, autour de la
courbe de singularité on a des courbes de dextérité 0.0222 (avec la norme euclidienne)

et chaque courbe de dextérité marque une augmentation 0.0222 de dextérité.



Courbes iso-dextérité

Espace atteignable en orientation pour des conditions dynamiques donnes

o (degres)

(a) Dextérité (b) Orientations atteignables

F1G. 5.6 — Caractéristiques du mécanisme obtenu par optimisation de l'aire de 1’espace

atteignable moyenne.

On trace ensuite les orientations atteignables dans la condition statique a orientation
nulle a la figure 5.6(b). Il est observé que les plages d’orientation atteignables sont (pour

le cas statique toujours) de +60°.

5.5 Commentaires sur les optimisations

Les optimisations présentées dans ce chapitre sont basées sur des criteres simples,
et I'utilisation de ces criteres se veut simplement une démonstration de la facon dont
ils peuvent étre utilisés. Ainsi, une multitude d’autres criteres de performance plus
complexes peuvent se révéler plus appropriés dans le cadre d’un design de manipulateur
a cables. L’annexe C traite de criteres de performance plus complexes, combinant par

exemple l'aire et d’autres caractéristiques comme la dextérité.
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Chapitre 6

Les frontieres de ’espace

atteignable : le cas tridimensionnel

Dans ce chapitre, il est question des équations exactes représentant les lieux de singularité
et les lieux d’équilibre des manipulateurs a cables spatiaux a 3 ddl en positionnement et a 6
ddl. On traite brievement les frontieres associées aux singularités, puis de fagon plus détaillée,
il est question des courbes d’équilibre des mécanismes sans liens passifs, avec liens passifs
de type ressort et de type cable a tension constante. Comme dans le cas plan, on justifie le
traitement du lien passif de type ressort car il s’agit d’un lien simple bien connu, et on traite
le type de lien passif cable en tension constante car il permet un débattement intéressant,
ainsi qu’une mise en oeuvre simple sur un prototype. Finalement, quelques exemples de lieux
d’équilibre sont présentés pour des mécanismes a 3 et 6 ddl.
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6.1 Frontieres associées aux singularités

Comme c’est le cas pour les mécanismes plans, les frontieres de singularités des ma-
nipulateurs a cables, liées a la cinématique, sont les mémes que celles des manipulateurs
conventionnels a vérins. En ce qui concerne les mécanismes a 6 ddl, les lieux de singu-
larité & orientation constante ont été traités ([11]) et correspondent & des polynémes de
degré inférieur ou égal a 3 (des cubiques). Les lieux de singularité & orientation générale
s’expriment par des degrés plus élevés et plus difficiles a traiter. C’est aussi le cas pour
les lieux d’équilibre. Ainsi, lorsqu’il est question de lieux d’équilibre, tout au long de ce

chapitre, il est question de lieux d’équilibre a orientation constante.

6.2 Frontieres d’équilibre

Contrairement aux frontieres associées aux singularités, celles associées aux lieux
d’équilibre dépendent des conditions dynamiques auxquelles un mécanisme est soumis.
Les équations décrivant les lieux d’équilibre de mécanismes a cables spatiaux a 6 ddl
sans membrures passives ont été développées par Barrette[13]. Dans ce chapitre, ces
meémes relations sont traitées, mais avec une approche vectorielle ainsi que les relations
décrivant les lieux d’équilibre de manipulateurs a cables spatiaux a 3 ddl et 6 ddl

pouvant comprendre des liens passifs de type ressort et cable a tension constante.

6.2.1 Mécanisme spatial a 3 ddl en positionnement

Les frontieres d’équilibre potentielles d’'un mécanisme a cable a 3 ddl sont des
lieux d’équilibre & 2 cables. Tout comme dans le cas de mécanismes plans a 3 ddl (tel
qu’illustré au chapitre 2 a la section 2.2.2), il est possible de représenter les frontieres
d’équilibre par une pyramide dans ’espace des forces induites par les cables. La formu-
lation des relations décrivant les lieux d’équilibre dans l’espace tridimensionnel pour
les mécanismes a 3 ddl spatiaux est donc semblable a celle qui décrit ces lieux pour les
mécanismes plans a 3 ddl. De plus, la correspondance entre cet espace tridimensionnel
des forces et le domaine physique cartésien est plus directe dans le cas spatial. L’ap-

proche utilisée pour définir les équations décrivant les lieux d’équilibre a 2 cables des
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C

F1G. 6.1 — Illustration schématique d’'un mécanisme spatial a 3-ddl en positionnement.

mécanismes a 3 ddl spatiaux est donc la méme que celle utilisée pour les mécanismes

plans a trois degrés de liberté.

Les configurations dans lesquelles l'effecteur est en équilibre a 2 cables peuvent
étre exprimées de facon vectorielle. En effet, trois vecteurs sont dans un méme plan
quand le produit triple entre trois vecteurs est nul. Soit le vecteur p, définissant la
position du point d’attache du cable u par rapport au repere fixe, et le vecteur c
définissant la position de 'effecteur par rapport au repere fixe. On définit le vecteur des
efforts cartésiens voulus h. Dans I'espace des forces cartésiennes, le vecteur des efforts

cartésiens w, que produit le cable p a l'effecteur s’écrit (sa norme est arbitraire) :

W, =p,—C (6.1)

6.2.1.1 Meécanisme spatial a 3 ddl sans liaison passive

Pour un mécanisme a 3 ddl, les équations d’équilibre correspondant au duo de cables

1 et v s’expriment donc simplement par :
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(W, xw,)"h=0 (6.2)

Dans le cas de mécanismes sans liaison passive, la relation (6.2) correspond toujours
a des surfaces de degré 1 en (x,y, z), c’est-a-dire a des plans. Il s’agit des configurations
ou un duo de cables forme un plan parallele au vecteur tridimensionnel des forces a
induire a l'effecteur. Il est donc clair, dans ce cas, que seuls deux cables suffisent a

assurer 1’équilibre dynamique.

6.2.1.2 Mécanisme spatial a 3 ddl avec ressorts (général)

Soit un mécanisme comprenant n ressorts de longueur libre [y, avec p, = ||px —c|| la
longueur du cable passif k. La raideur du céable passif k est K. Pour un duo de cables

i et v, la relation décrivant les lieux d’équilibre est :

(w, x w,)"he =0 (6.3)
avec
he = h-— Z KkaWk (64)
k=1
—1
G, = Pk — bk
Pk
(6.5)

Cette relation correspond a des polynomes dont le degré maximal varie en fonction
du nombre de liens passifs. Pour un mécanisme a N liens passifs, le degré maximal est
vérifié par plusieurs exemples numériques pour N entre 1 et 5 et il correspond a 2V (N +
1). Des explications supplémentaires sur les expressions polynomiales correspondant aux

relations vectorielles sont présentées a I’annexe D.
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6.2.1.3 Meécanisme spatial a 3 ddl avec ressorts de longueur libre nulle

On considere maintenant le cas moins général de mécanismes comprenant des liens
passifs de type ressorts a longueur libre nulle. Les équations d’équilibre correspondant
aux duo de cables u et v se simplifient alors. La relation d’équilibre est alors similaire

a 'équation (6.3), mais avec :

h,=h— z": Ki(pr — ¢) (6.6)

k=1

Comme c’était le cas pour le mécanisme plan a 2 ddl (section 3.3) et le mécanisme
plan a 3 ddl (section 3.4.3), la présence de ressorts a longueur libre nulle ne change pas
le degré des courbes d’équilibre a deux cables. Cette propriété est explicitée a I’annexe
A & la section A.2.

6.2.1.4 Meécanisme spatial a 3 ddl avec cables passifs a tension constante

Soit maintenant un mécanisme ayant N liaisons passives de type cables a force

constante Fj. Pour ce type de mécanisme, on obtient :

" F
h,=h—-Y “Fw, (6.7)
k=1 Pk

Comme dans le cas de ressorts a longueurs libres arbitraires, on obtient une relation
a laquelle correspond un polynéme d'un degré 2V (N + 1) qui est fonction du nombre

N de liaisons passives.

6.2.2 Considérations générales sur les mécanismes spatiaux a
3 ddl

Pour tout type de mécanisme spatial a 3 ddl, avec ou sans lien passif, il est possible
de représenter les lieux d’équilibre par une relation du type (6.3). Aussi, cette relation

sera satisfaite dans trois cas :
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1. Cas ot w, xw, = 0. Ce cas correspond aux configurations ot les deux cables sont
paralleles. Comme le mécanisme a 3 ddl spatial représente la position d’un point,
cela implique que les cables coincident. Ainsi, ils induisent les mémes accélérations
cartésiennes a l’effecteur. Il s’agit donc d’une configuration ou I’équation dégénere

et n’est pas en équilibre proprement dit.

2. Cas ou h, = 0. Pour un mécanisme sans liaison passive, ou h, = h n’est pas
fonction des positions cartésiennes, cela correspond au cas statique en apesanteur.
Il s’agit donc d’une condition ou le mécanisme est en équilibre statique. Pour les
mécanismes avec des liens passifs, h, est fonction des positions cartésiennes. Ce
cas correspond donc aux positions cartésiennes ot les liens passifs produisent a eux
seuls les accélérations voulues. Il s’agit donc, par exemple, dans le cas statique,
des positions ou le mécanisme est en équilibre statique avec un effort nul aux
actionneurs.

3. Cas général ou (w, x w,)"h, = 0. Correspond aux frontieres d’équilibre pro-
prement dites, c’est-a~-dire aux endroits ou deux membrures, qu’elles soient en
tension ou en compression, suffisent a produire la condition dynamique voulue.
Il faut donc ensuite établir les conditions pour lesquelles les 2 cables considérés

pour 1’équilibre sont en tension.

6.2.3 Meécanisme spatial a 6 ddl

Fi1G. 6.2 — Illustration schématique d’'un mécanisme spatial a 6 ddl.

Pour un mécanisme spatial a 6 ddl, les frontieres d’équilibre potentielles sont des



lieux d’équilibre a 5 cables. Contrairement aux cas de mécanismes a 3 ddl, il est impos-
sible de représenter géométriquement les frontieres d’équilibre par une pyramide tridi-
mensionnelle. Comme cela a été expliqué au chapitre 2, les lieux d’équilibre peuvent
étre représentés dans 'espace des forces et moments induits par les cables en six di-
mensions. L’approche utilisée pour définir les équations des lieux d’équilibre a 5 cables

est semblable a celle utilisée pour les mécanisme a trois degrés de liberté.

Les configurations dans lesquelles I'effecteur est en équilibre a 5 cables peuvent étre
exprimées de fagon vectorielle. Soit le concept d’hyper-plan étant définit comme un
sous-espace vectoriel a cinq dimensions dans un espace a six dimensions. La condition
d’équilibre a 5 cables correspond aux configurations ou le vecteur des forces voulues a
Ieffecteur h est parallele, ¢’est-a-dire dépendant de I’hyper-plan formé par les 5 vecteurs
w;. Dans ce cas, I'extension en six dimensions du produit vectoriel tridimensionnel est
utilisée pour produire un vecteur orthogonal aux 5 vecteurs définissant ’hyper-plan.
Ensuite, comme c’est le cas en trois dimensions, le vecteur h est parallele a 1'hyper-
plan quand le produit scalaire du vecteur orthogonal a I’hyper-plan avec ce vecteur est

nul.

L’extension en N dimensions du produit vectoriel est possible sur N — 1 vecteurs
par le pseudo-tenseur Levi-Civita €; ., d’ordre N. Dans le cas 6ddl, le pseudo-tenseur

€ijkimn S€ définit comme suit :

0 si deux des indices sont égaux;
€ijkimn — 1 siijklmn est une permutation paire de 1,2, 3,4, 5, 6;

—1 si2jklmn est une permutation impaire de 1,2, 3,4, 5, 6.

Par une sommation avec le tenseur Levi-Civita sur cing vecteurs, on obtient un
vecteur indépendant de ceux-ci. Soit 'espace en six dimensions des forces et des mo-
ments ayant comme base les vecteurs unitaires selon (fy, fy, fz, 7w, 7y, 7-) que P'on définit
comme étant (er, es, €3, €4, €5,€5). De plus, soit le scalaire w;;, étant la composante j
du vecteur w;. Alors, un opérateur sur cinq vecteurs en six dimensions (x¢) produit un

vecteur N, orthogonal aux cinq autres comme suit :

6

€
Np = X wpnons = O WLl W3k WaWsm€ijkimn€n (6.8)
i,j,k,l,m,n:l

70



Soit le vecteur v; définissant la position du point d’attache du cable ¢ par rapport au
repere mobile sur 'effecteur et le vecteur p,; définissant la position de son point d’attache
fixe. Le vecteur ¢ définit la position de 'origine du repere de 'effecteur par rapport
au repere fixe et son orientation est définie par la matrice de rotation Q. On définit
aussi le vecteur des efforts cartésiens voulus h. Dans ’espace des forces cartésiennes,
on définit les composantes w; = (f;,7;)7 du vecteur efforts cartésiens que produit
le cable i a leffecteur (sa norme est arbitraire et n’intervient pas dans les équations

subséquentes) :

fi = pi—c—Qv;
T; = (QV,) x f
(6.9)

6.2.3.1 Meécanisme spatial & 6 ddl sans liaison passive

Pour un mécanisme sans liaison passive, les forces a induire a l'effecteur h sont
directement induites par les cables actionnés. L’équation des lieux d’équilibre a cinq

cables des cables 1 a 5 s’exprime par :

(x€ Y h=0 (6.10)

w1,w2,W3,w4,Ws

Cette relation correspond a une expression polynomiale en z,y, z de degré 3.

6.2.3.2 Meécanisme spatial a 6-ddl avec liaisons passives

Pour un mécanisme avec liaisons passives, la relation donnant les lieux d’équilibre
est équivalente a I’équation (6.10) en tenant compte toutefois des efforts engendrés par
les articulations passives. Cela donne donc une relation du type (6.11), avec h, variant

pour chaque type de liaison passive.

(X )'h, =0 (6.11)

w1, W2,W3,Wq,Ws

Le cas de ressorts ayant une longueur libre nulle est d’abord traité. On considere n

ressorts dont la constante de raideur est Kj. Le vecteur indiquant leur point d’attache
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fixe est p; et leur point d’attache sur le repere mobile de I'effecteur est donné par vy.

On a alors la relation suivante qui donne les lieux d’équilibre :

h. = h-) Kyw, (6.12)
k=1

W — Fl_|Pr—c—Qw
g T (Qvy) x £

(6.13)
Pour des ressorts de longueur libre arbitraire Iy, avec pr, = ||[(px — ¢ — Qvy)] la
longueur du cable passif k, on aura :
h6 = h- Z KkaWk (614)
k=1
—1
G, = Pr — bk
Pk
(6.15)

Aussi, de fagon semblable, on exprime la relation d’équilibre dans le cas de mécanismes

ayant n membrures passives a tension constante F}, :

" R
h,=h-Y “Fw, (6.16)
k=1 Pk

Les formes polynomiales correspondant aux mécanismes a cable a 6 ddl comprenant
des membrures passives ne sont pas traitées. Il est simplement noté que, pour plusieurs
cas observés, les relations d’équilibre de mécanismes avec des ressorts a longueur libre
nulle sont aussi des cubiques, et que les relations d’équilibre de mécanismes avec des
liens passifs a tension constante ou ressorts a longueur libre arbitraire ont des degrés

maximums 14, 32 et 72 pour respectivement 1,2 et 3 liens passifs.

6.2.4 Considérations générales mécanismes spatial a 6 ddl

On a a peu de choses pres les mémes considérations par rapport aux équations

d’équilibre a 5 cables que par rapport aux lieux d’équilibre a deux cables. On peut
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toujours exprimer les lieux d’équilibre par une relation du type (6.11). Aussi, cette

relation sera satisfaite dans trois cas :

1. Cas ou X¢ = 0. Ce cas correspond aux configurations ou les cing

w1,w2,w3s,wq,Ws
cables considérés pour ’équilibre ne sont pas indépendants. Il s’agit donc d'une

configuration ou I’équation dégénere et n’est pas en équilibre proprement dit.

2. Cas ou h, = 0. Pour un mécanisme sans liaison passive, ou h, = h n’est pas
fonction des positions cartésiennes, ce cas arrive alors pour un équilibre statique
en apesanteur. Pour les mécanismes avec des liens passifs, h, est fonction des
positions cartésiennes. Ce cas survient donc quand les liens passifs produisent
seuls les accélérations voulues. Il s’agit donc, par exemple, dans le cas statique,

des positions ol le mécanisme est en équilibre statique.

3. Cas général olt (X&, vy wswsws) e = 0. Correspond aux frontieres d’équilibre a
proprement parler, c¢’est-a-dire aux endroits ot une membrure suffit a produire la
condition dynamique voulue, qu’elle soit en tension ou en compression. Pour ces
courbes, il faut donc ensuite vérifier quelles zones correspondent & une tension

dans les cables. Ces zones sont les zones des lieux d’équilibre réels.

6.3 Exemples de frontieres d’équilibre

On trace maintenant quelques exemples de lieux d’équilibre pour des mécanismes
spatiaux. Tout au long de cette section, on ne considere que les cables pour lesquels
on calcul I'équilibre. Ainsi, pour des mécanismes a 3 ddl, on ne trace que deux cables
actionnés ainsi que les liens passifs. Aussi, pour des mécanismes a 6 ddl on considere
5 cables actionnés pour 1'équilibre. La démarche présentée pour trouver les relations
définissant les lieux d’équilibre fait abstraction des conditions dynamiques (masse et
inertie) de 'effecteur. Aussi, pour les exemples, des caractéristiques dynamiques sont
choisies. Pour simplifier la notation, on considere que le centre de masse de I'effecteur

est a 'origine du repere mobile.

Soit la matrice d’inertie I, la masse m, le vecteur vitesse angulaire w, le vecteur
accélération angulaire w et le vecteur accélération cartésienne ¢ = [ g Gy a, } On

a la condition dynamique h voulue ainsi :
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h' = [ K F, F|=m@E+g) (6.17)
h' = [F B, Fonoron|=[met+te” (w+wxlw)” | (618)

L’expression (6.17) désigne le cas 3 ddl et I'expression (6.18) le cas 6 ddl. Dans
les expressions (6.17) et (6.18), g désigne le vecteur d’accélération gravitationnelle ter-

restre.

6.3.1 Mécanismes a 3 ddl en positionnement

6.3.1.1 Avec ressorts a longueur libre nulle

Quelques exemples de tracés de frontieres d’équilibre de mécanismes spatiaux a 3
ddl sont illustrés. Tout d’abord, on considere un mécanisme a 3 ddl avec ressorts a
longueur libre nulle, ayant une architecture donnée au tableau 6.1. A la figure 6.3, on
observe les frontieres d’équilibre pour un cas statique et un cas dynamique. Les trois
liens en rouge (qui sont vers le bas) correspondent aux liens passifs (ressorts) et les deux
en noir aux cables actionnés. On remarque que, tel qu’expliqué a la section 6.2.1.2, la

surface a laquelle correspond les lieux d’équilibre est un plan.

6.3.1.2 Avec ressorts a longueur libre arbitraire

On considere maintenant des mécanismes spatiaux a 3 ddl avec ressorts a longueur
libre arbitraire. L’architecture considérée (tableau 6.2) est la méme que celle présentée
au tableau 6.1 mis a part la longueur libre des ressorts. A la figure 6.4, les frontieres
d’équilibre sont montrées pour un cas statique et un cas dynamique. Sur cette figure,
les cables en rouge correspondent aux ressorts de longueur libre représentée par des
spheres jaunes. Les cables en noir sont les cables actionnés. Dans le cas ou il y a trois

ressorts de longueur libre arbitraire, on obtient des relations en x,y, z de degré 32.

On observe aussi que ces courbes se rapprochent des courbes correspondantes au
mécanisme avec des ressorts a longueur libre nulle. Ces courbes se rapprochent de plans

quand les longueurs libres se rapprochent de zéro.
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Architecture
D

Cable actionné 1 (0,0,0)
Cable actionné 2 (1,0.2,0.2)
Ressort 1 (10 N/m) (0,0.5,—0.6)
Ressort 2 (5 N/m) (0.5,—0.5,—1)
Ressort 3 (1 N/m) (1.2,0.5, —0.75)

Conditions dynamiques
Masse effecteur 1 kg
Accélérations cas statique nulles
Accélérations cas dynamique | a, = 5m/s?, a, = 5m/s*, a, = 10m/s>

TAB. 6.1 — Architecture avec des ressorts a longueur libre nulle (figure 6.3).

Architecture

Pi Longueur libre
(0,0,0)
(1,0.2,0. 2)
Ressort 1 (10 N/m) | (0,0.5,—0.6) 0.2m.
Ressort 2 (5 N/m) | (0.5,—0.5,—1) | 0.1m.
Ressort 3 (1 N/m) (1.2,0.5, —0.75) | 0.15m.

Conditions dynamiques

Cable actionné 1

Cable actionné 2

Masse effecteur 1 kg
Cas statique nulles
Cas dynamique a; =5m/s* a, = 10m/s* a, = 10m/s*

TAB. 6.2 — Architecture avec des ressorts a longueur libre arbitraires (figure 6.4).
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Fia. 6.3 — Les frontieres d’équilibre avec des ressorts a longueur libre nulle.

6.3.1.3 Avec cables passifs a tension constante

Finalement on trace a la figure 6.5 des lieux d’équilibre de mécanismes spatiaux a 3

ddl avec cables passifs a tension constante. L’architecture est illustrée au tableau 6.3.
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(b) Condition dynamique : a, = 5m/s?a, =
10m/s%a, = 10m/s?

Fic. 6.4 — Les frontieres d’équilibre avec des ressorts a longueur libre arbitraire.

La méme notation utilisée avec les liens passifs de type ressort est utilisée : les cables en
rouge correspondent aux cables passifs et ceux en noir aux cables actifs. Dans ce cas,

la surface décrivant les lieux d’équilibre est équivalente a un polynoéme de degré 32.
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Architecture
Pi
Cable actionné 1 (0,0,0)
Cable actionné 2 (1,0.2,0.2)
Lien passif 1 (10 N) (0,0.5,—-0.6)
Lien passif 2 (5 N) (0.5,—0.5,—1)

Lien passif 3 (1 N) (1.2,0.5,—0.75)

Conditions dynamiques

Masse effecteur 1 kg

Accélérations cas statique nulles

Accélérations cas dynamique | a, = 5m/s? a, = 10m/s* a, = 10m/s?

TAB. 6.3 — Architecture avec des liens passifs en tension.

6.3.2 Meécanismes a 6ddl

Ala figure 6.6, on donne un exemple des lieux d’équilibre a cinq cables pour un
mécanisme a 6 ddl comprenant 3 cables passifs de type ressort a longueur libre arbi-
traire. Les cinq cables actionnés sont en noir (attachés a z = 0) et les trois cables passifs
sont en rouge (attachés en z = —2). L’architecture et les conditions reliées a ces tracés
sont détaillées au tableau 6.4. Dans ce cas, ces courbes correspondent a un polynome
de degré 72.

6.4 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, des relations décrivant les lieux d’équilibre ont été présentées pour
les mécanismes spatiaux a 3 et 6 ddl pouvant inclure des liens passifs de type ressort ou
cable a tension constante. Ces lieux d’équilibre sont obtenus de fagon vectorielle. Avec
ces relations, on a tracé des exemples de lieux d’équilibre pour différents mécanismes.
Comme c’est le cas pour les lieux d’équilibre plans, il faut noter que ces lieux ne
correspondent pas nécessairement a des conditions de tension dans les cables. Aussi,
ces lieux correspondent a des zones d’équilibre s’il est vérifié que les forces dans les

cables sont des forces en tension.
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Liens actifs

Pi Vi
Cable actionné 1 (1,1,0) (0.1,0.1,0)
Cable actionné 2 (—1,1,0) (—0.1,0.1,0)
Cable actionné 3 (—1,-1,0) (—0.1,—-0.1,0)
Cable actionné 4 (1,-1,0) (0.1,—-0.1,0)
Cable actionné 5 (0,0,0) (0,0,0)
Liens passifs
Pk Vi Raideur | Longueur libre
Ressort 1 (1,1,-2) | (0.1,0.1,0) | 100Nm | 0.2m
Ressort 2 (—-1,1,-2) | (—=0.1,0.1,0) | 10Nm | 0.1m
Ressort 3 (0,-1,-2) | (0,—0.1,0) | 50Nm | 0.15m
Caractéristiques dynamiques
Masse 5 (kg)
Inertie Lio=1,,=51.,=2 I,=1I1,=1, =0 (kgm?)

Orientation (Euler ZYZ)

(¢,0,¢) =

(10,25,15) degrés

Condition dynamique

Vitesse angulaire

=(1,0,2) (rad/s)

Accélération angulaire

= (0.5,2,

1) (rad/s?)

Accélération cartésienne

= (5,10,5) (m/s?)

TAB. 6.4 —

Architecture d'un mécanisme spatial a 6 ddl (voir figure 6.6).
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(b) Condition dynamique : a, = 5m/s?a, =
10m/s%a, = 10m/s?

Fi1G. 6.5 — Les frontieres d’équilibre avec cables passifs a tension constante.

L’espace atteignable dynamique d’un manipulateur a cables spatial est, comme on
le sait, délimité par des frontieres d’équilibre et des frontieres de singularité. Aussi, par
la description analytique des frontieres d’espaces atteignables de mécanismes généraux

a cables pouvant contenir des liens passifs, on vise d’abord une meilleure compréhension
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(b) Condition dynamique (tableau 6.4)

F1c. 6.6 — Les frontieres d’équilibre avec des ressorts de longueur libre arbitraire.

de ces espaces, et éventuellement la description des frontieres exactes de ces espaces

atteignables globaux.
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Chapitre 7

Méthodes de calcul de ’espace
atteignable pour des mécanismes

spatiaux

Ce chapitre présente les méthodes de calcul pour quantifier I’espace de travail de manipu-
lateurs paralleles a cables spatiaux. Ces méthodes visent a quantifier le potentiel de mobilité
cartésienne et angulaire. Ces méthodes sont ensuite intégrées dans des fonctions objectives
visant a caractériser les performances d’un manipulateur. Globalement, il s’agit des mémes
types d’algorithmes utilisés pour les mécanismes plans, généralisés dans l'espace tridimen-
sionnel.
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7.1 Calcul du volume de I’espace atteignable a

orientation constante

Dans le chapitre 4, les méthodes de quantification de 'aire de I'espace de travail
de mécanismes plans ont été discutées. Pour ces mécanismes a 3 ddl sans membrure
passive, les frontieres de 'espace atteignable sont des quadratiques. Dans le cas tri-
dimensionnel a orientation constante, il s’agit plutot de cubiques (cas sans membrure
passive). Pour les mémes raisons que dans le cas bidimensionnel, la méthode de cal-
cul du volume de 'espace atteignable utilisée est un découpage numérique progressif.

Néanmoins, 'annexe B.2 traite des courbes cubiques et du calcul de leurs intersections.

Ainsi, le calcul de I'espace atteignable a orientation constante utilisé pour un méca-
nisme général spatial est tres semblable au calcul de l'aire de travail a orientation
constante pour un mécanisme général plan. En effet, pour une discrétisation en couches
dans une direction cartésienne (en Z par exemple), le probleme revient a mesurer
I’aire de 'espace de travail dynamique dans un plan perpendiculaire a cette coordonnée

cartésienne 7.

Pour mesurer 'aire de ’espace de travail il est aussi possible d’utiliser des tests

vectoriels en plusieurs points. Les tests vectoriels sont effectués comme suit :

e Calcul numérique des forces dans les cables pour toutes les combinaisons de n — 1
cables nécessaires a ’équilibre.

e S’il existe une combinaison de cables avec des forces positives et finies, il est
vérifié que la pose est a 'intérieur de 'espace de travail. Dans le cas contraire,
il est admis que la pose considérée n’est pas dans l'espace de travail car elle ne

peut étre produite par aucune des combinaisons de cables.

Tout comme dans le cas plan, le calcul de I’espace vectoriel numérique par discrétisa-
tion de l'espace de travail est optimisé. Pour chaque discrétisation d’une direction
cartésienne donnée, le méme algorithme que celui utilisé dans le cas plan peut donc
étre utilisé, soit :

1. Discrétisation et tests vectoriels a faible résolution.

2. Identification des zones testées positives qui sont entourées de zones testées posi-

tives.
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3. Marquage de ces zones pour ne plus les tester lors de passages a résolution

supérieure.

4. Balayage a résolution supérieure et retour a ’étape 2 jusqu’a obtention de la

résolution voulue.
5. Arrét de la procédure.

Ce faisant, chaque partie de l'aire est additionnée et 'aire totale est obtenue. La
sommation du produit de cette aire par un intervalle discret donne le volume de ’espace

de travail dynamique total.

7.2 Calcul du volume de ’espace atteignable en

orientation a position constante

Pour des manipulateurs a 6 ddl, il est possible de représenter les plages d’orientation
possibles pour une position donnée. Ces plages sont représentées en trois dimensions et
sont appelées I'espace atteignable en orientation. Ces espaces peuvent aussi étre quan-
tifiés par discrétisation au méme titre que l'espace de travail a orientation constante.
Comme les algorithmes sont semblables a ceux utilisés pour le calcul de I'espace de

travail dynamique a orientation constante, ceux-ci ne sont pas détaillés.

Les valeurs des axes peuvent étre, par exemple, trois angles d’Euler. Pour I’exemple,
la notation utilisée est une notation alternative, appelée notation tilt and torsion. Cette
notation est généralement appropriée et plus significative pour des mécanismes pa-
ralleles, tel qu’il est expliqué dans [14]. On illustre un exemple de volume de espace de
travail en orientation a la figure 7.1. L’angle de torsion est représenté par p. L’échelle
des couleurs n’est pas indiqué pour cette représentation illustrative, et elle varie entre
p=—16¢et p=18.
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Chapitre 8

Criteres d’optimisation et

optimisation : cas spatial a 6 ddl

Ce chapitre porte sur la définition de criteres d’optimisation et sur la programmation
d’optimisations dans le cas spatial. On justifie aussi les choix des masses et des propriétés
physiques par rapport au développement d’un prototype. Des résultats et des discussions sur
les criteres d’optimisation sont exposés.
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8.1 Algorithme d’optimisation

Les algorithmes d’optimisation utilisés sont de type minimisation de fonctions non
linéaires a plusieurs variables avec conditions frontieres et contraintes d’égalité et d’iné-
galité. Les optimisations ont été faites en utilisant Matlab. La fonction fmincon est

utilisée. Il s’agit du méme type d’optimisation qu’au chapitre 5.

On définit d’abord des criteres d’optimisation qui sont utilisés. Des fonctions ob-
jectives sont donc développées, basées notamment sur le calcul du volume de I’espace
atteignable et de l'espace atteignable en orientation expliqué au chapitre 7. Les va-
riables a optimiser seront les positions des points d’attache des cables sur la base et sur

la plate-forme.

Les méthodes de calcul du volume de I'espace atteignable dynamique procedent par
discrétisation. Aussi, les intervalles pour le calcul des gradients doivent étre adaptés en

conséquence.

8.2 Criteres d’optimisation

La compréhension de la cinématique, de la dynamique et des frontieres de 1’espace
atteignable des mécanismes a cables et des méthodes de calcul de 'espace de travail
dynamique expliqués dans les chapitres 1, 2, 6 et 7 sont maintenant utilisées pour
la définition de criteres de performance. Ces mémes criteres sont utilisés dans le but
de définir des architectures intéressantes par optimisation. Les criteres définis ici sont

développés pour les mécanismes spatiaux a 6 ddl.

8.2.1 Volume de I’espace atteignable a orientation constante

Le volume de I’espace atteignable dynamique est associé a une condition dynamique
donnée. Ainsi, pour une condition dynamique, il est possible de calculer le volume par
discrétisation en couches, et de calculer le volume par une sommation de volumes dont

I’appartenance a I'espace atteignable est vérifiée. Ainsi, pour une condition ¢, le volume
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s’exprime :

n=Vi=>Vy (8.1)

J=1

ou V;; est simplement le volume associé a ’élément discret j.

8.2.2 Volume moyen de ’espace atteignable avec plusieurs

conditions dynamiques

Il s’agit simplement de faire une moyenne des espaces atteignables obtenus pour plu-
sieurs conditions dynamiques. Ainsi, pour une condition dynamique 4, et une évaluation

de volume sur £ conditions dynamiques, le critere s’exprime donc par :

8.3 Meéthodologie d’optimisation

La méthodologie d’optimisation est la méme que celle utilisée dans le cas plan.
Ainsi, la programmation est faite dans le logiciel Matlab et la méthode d’optimisation
est une optimisation non linéaire contrainte et bornée. Les criteres précédents sont im-
plantés sous forme de fonctions dépendantes des parametres géométriques. Ces meémes
parametres sont bornés a leurs valeurs réalisables et choisis arbitrairement. Comme
le modele architectural utilisé pour I'optimisation comprend des membrures passives
et que les équations exactes décrivant les lieux d’équilibre de ce type de mécanisme
correspondent a des polynomes de degré élevé, on choisit donc d’utiliser les méthodes
de calcul de l'espace atteignable numériques en discrétisant ’espace dans le domaine
cartésien. Par une telle méthode, toutefois, on obtient des fonctions discretes et il est
donc impératif de controler les niveaux de précision pour obtenir des pas d’itération suf-
fisamment grands pour faire varier la fonction discrete. On note aussi que les résultats

des optimisations ne sont pas des optimums globaux, mais les meilleurs parmis les



optimums locaux trouvés.

8.4 Modele d’optimisation utilisé

On définit un modele et des parametres géométriques que ’on veut faire varier. Avec
les criteres choisis, il est alors possible d’obtenir des valeurs optimales pour chacun
des parametres libres a optimiser. La démarche présentée ne prétend pas donner un
mécanisme a cable optimal absolu mais vise plutoét a démontrer comment certains

criteres d’optimisation s’appliquent aux mécanismes a cables.

8.4.1 Géométrie du modele d’optimisation
L’architecture considérée est justifiée par les raisons suivantes :

1. Une architecture a 6 cables actionnés (non redondante) est choisie pour simplifier

le controle.

2. Trois cables passifs du type tension constante sont intégrés a l’architecture. Ces
cables ont pour but d’induire des accélérations supérieures a la gravité vertica-
lement vers le bas, et sont beaucoup moins restreignants qu'une liaison du type

ressort lors de grandes élongations.

3. Le laboratoire utilise une structure de mécanisme a cable reconfigurable en forme
de cube de deux metres d’aréte. Ainsi, la géométrie des parametres d’optimisation
est choisie pour s’intégrer facilement a cette structure. Ces parametres sont décrits

aux figures 8.1 et 8.2.

4. Le dimensionnement de l'effecteur est fixé et les parametres des points d’attache

sont choisis en fonction du prototype réel et des types d’attache choisies (figure

8.2(c)).

Ainsi, un modele d’optimisation a 3 variables est développé. La premiere (p;) est
reliée aux points d’attache fixes des cables actifs, la seconde (py) est un angle qui décrit

les points d’attache des liens actifs sur la plate-forme, et la troisieme (p3) est lie a la
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F1G. 8.1 — Vue d’ensemble de la géométrie du mécanisme a cables a 6ddl spatial.
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F1G. 8.2 — Représentation géométrique des variables d’optimisation py, ps et ps.

position d’attache de deux des trois cables passifs. Le choix des variables est justifié par
le fait qu’un mécanisme a cable, tel qu’il a été expliqué précédemment, est équivalent
cinématiquement a un mécanisme a vérins conventionnel. Aussi, les architectures de
mécanismes a vérins a 6 ddl les plus utilisées dans le monde sont des plate-formes
de Gough-Stewart du type SSM, acronyme des termes anglais Simplified Symmetric
Manipulator abondamment employé dans la littérature ([9]). Ce type de manipulateur

possede les caractéristiques suivantes :

e La base et la plate-forme sont toutes les deux coplanaires.
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e La base et la plate-forme sont symétriques le long d'un axe.

Les variables d’optimisation choisies permettent donc de conserver ces deux pro-

priétés par souci de simplification cinématique.

8.4.2 Les caractéristiques dynamiques de la plate-forme et

des liens passifs

Les dimensions et les caractéristiques physiques de l'effecteur sont fixées. Le modele
de leffecteur est illustré a la figure 8.3. On pose la densité p = 2700% qui correspond
a laluminium. Aussi, on choisit R; = 0.08m,R, = 0.1m et h = 0.002m. L’effecteur
possede donc la masse m et les inerties I, I,, I, suivantes (exprimées dans le repere
mobile) :

m = prh(R2— R?) = 0.0611kg (8.3)
1
I, = §m(R§+RZ-2) = 5.008¢ " *kgm?
h\2 2 -2
I, = I,= m((z?)) 4 o IRZ ) = 2.5042¢ " kgm?

F1G. 8.3 — Les dimensions de 'effecteur considéré pour le calcul des propriétés dyna-

miques.



Point initial Optimum local | Volume
(0.5,45,0.5) (0,95,1) 1.03 m?
(0.7,70,0.7) (0,95,0.1) 1.196 m?
(1,40,1) (1.4,6.338,1) | 0.478 m3
(0.5,45,—0.5) | (0,95,0.0616) | 1.202 m?

TAB. 8.1 — Résultats des optimisations du volume statique a orientation de référence.

Aussi, les 3 cables passifs en tension constante sont de tension égale a une valeur de
20mg = 1.222N, c’est-a~dire qu’ils induisent a eux seuls une accélération approximative

vers le bas de 6g.

8.4.2.1 Critere du volume

On optimise le mécanisme selon son volume d’espace atteignable statique a orien-
tation de référence. Les résultats selon quelques valeurs initiales des parametres sont
indiqués au tableau 8.1. Sur ce tableau, il est clair que les optimums locaux des opti-
misations 2 et 4 sont tres pres. Le meilleur résultat est tout de méme obtenu avec le
point initial (0.5,45,—0.5). Le volume de 'espace atteignable et la géométrie de cette

architecture sont respectivement illustrés aux figures 8.4(a) et 8.4(b).

0.6 -
0.4 \
0.2+ 0
0.5
0
0 1
05 1 15
15 2 2 .
Y Y
(a) Volume de ’espace atteignable (b) Géométrie de la configuration

Fi1G. 8.4 — Le mécanisme obtenu par optimisation du volume de I’espace atteignable

statique.
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Point initial Optimum local | Volume moyen
(0.5,45,0.5) (0,95,0) 0.6545 m?
(0.7,70,0.7) (0,95,0.912) 0.6249 m?
(1,40,1) (1,0,1) 0.1843 m?
(0.5,45,—0.5) | (0,95, —0.7497) | 0.4581 m3

TAB. 8.2 — Résultats des optimisations du volume moyenné a orientation nulle.

8.4.2.2 Critere du volume pondéré

On considere ensuite la fonction objective qui est l'espace atteignable a orien-
tation de référence moyenné sur 27 conditions dynamiques. Soient (A,, A,, A,) les
accélérations cartésiennes en x,y, z, soient w,,w,,w, les vitesses angulaires (rad/sec)
exprimées par rapport au repere fixe et a,, oy, o, les accélérations angulaires. Les 27

conditions dynamiques sont définies par la boucle :

L POUI' (A:E7 Ay7 AZ) = (_597 _597 _59)7 (07 07 0)7 (597 597 59)7
e Pour (w,,wy,w,) = (=5,-5,-5),(0,0,0),(5,5,5),
e Pour (ay, oy, ) = (—1,—1,-1),(0,0,0),(1,1,1), calculer le volume de 'es-

pace atteignable.

Les résultats selon quelques valeurs initiales des parametres sont indiqués au tableau
8.2. Il est vérifié que le meilleur résultat est obtenu avec le point initial (0.5,45, —0.5). La
configuration résultante optimale est tres semblable a celle de I'optimisation précédente.
Le volume de I'espace atteignable et la géométrie de cette architecture sont respective-

ment illustrés aux figures 8.5(a) et 8.5(b).

8.5 Commentaires sur les optimisations

Les optimisations présentées dans ce chapitre sont basées sur des criteres simples,
et 'utilisation de ces criteres se veut simplement une démonstration de leur application
possible dans une situation réelle. Ainsi, une multitude d’autres critéres de performance
plus complexes peuvent se révéler plus appropriés dans le cadre d’'un design de mani-

pulateur a cables. L’annexe C traite de criteres plus complexes pour des mécanismes a
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Fi1G. 8.5 — Le mécanisme obtenu par optimisation du volume de ’espace atteignable

moyenné.

cables spatiaux. Par exemple, utilisant le volume de I’espace atteignable en orientation

et d’autres caractéristiques comme la dextérité.



Conclusion

Les objectifs visés par cette étude ont été atteints. Aux chapitres 1 et 2 on a présenté
les définitions de base, la cinématique et la dynamique des manipulateurs a cables,
et expliqué en quoi I'unilatéralité d’actionnement des cables engendre des différences

majeures dans la nature de ’espace atteignable de tels mécanismes.

En considérant ces différences fondamentales, on a ensuite, au chapitre 3, étudié les
lieux d’équilibre des manipulateurs plans a 2 et 3 ddl. Cette étude a été faite avec une
approche vectorielle, et de fagcon générale pour des mécanismes comprenant des liens
passifs du type ressorts a longueur libre arbitraire, et cables a tension constante. Aussi,
I’étude ces types de liaisons passives est justifiée. Le ressort est un lien passif connu, et
a été étudié, dans le cas longueur libre nulle, dans [13]. Le lien du type cable a tension
constante est,lui, simple a implanter et offre, en pratique, plus de débattement que les

ressorts.

La méme approche vectorielle a été utilisée dans le cas de mécanismes spatiaux a 3
et 6 ddl au chapitre 6. On a étudié des mécanismes comprenant les mémes types de liens
passifs que dans le cas bidimensionnel. Cette approche permet d’exprimer simplement
les équations d’équilibre, et peut permettre une compréhension plus intuitive. Ainsi,
cela a permis de montrer de fagon tres simple la nature linéaire des lieux d’équilibre
de mécanismes plans a 2 ddl et spatiaux a 6 ddl comprenant un nombre arbitraire de

ressorts de longueur libre nulle (annexe A).
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L’étude des équations analytiques correspondant aux lieux d’équilibre des méca-
nismes a cables comprenant des membrures passives a montré qu’il était difficile de
calculer de fagon analytique Iaire ou le volume (pour le cas bidimensionnel et tridi-
mensionnel respectivement) de 'espace atteignable. Cela implique en effet des calculs
d’intersections entre des polynomes de degré élevé (qui augmente avec le nombre de
liens passifs). C’est pourquoi on a ensuite utilisé des méthodes numériques pour calcu-
ler des aires/volumes des espaces atteignables (chapitre 4 pour le cas bidimensionnel
et chapitre 7 pour le cas tridimensionnel). Une méthode numérique par découpage pro-
gressif a d’ailleurs été développée pour augmenter de fagon significative la rapidité des
calculs. Finalement, aux chapitres 5 et 8 (respectivement pour les cas 2d et 3d), on
a proposé des criteres d’optimisation et des modeles d’optimisation de mécanismes a
cables. Ces optimisations ont permis de présenter des exemples de mécanismes a cables

intéressants dans le cas bidimensionnel et tridimensionnel.

Comme il est mentionné au chapitre 8, un prototype de mécanisme a cables a été
développé. Les analyses développées dans ce mémoire ont permis de faire quelques
essais d’architectures intéressantes. Bien qu’ayant peu poussé I'analyse pratique de ces

architectures, les résultats permettent d’entrevoir des applications intéressantes.

Les perspectives de recherches futures en ce qui a trait aux mécanismes a cables
sont nombreuses. D’abord, au plan de la recherche fondamentale, il serait intéressant
d’étudier de facon analytique les expressions des lieux d’équilibre pour vérifier les zones
de tension (équilibre effectif) et de compression que décrivent les courbes d’équilibre
développées. Ensuite, il serait pertinent de pousser 'analyse des expressions vecto-
rielles décrivant les lieux d’équilibre. Cela pourrait permettre, par exemple, de trouver
certains types de liaisons passives entrainant des lieux d’équilibre tres simples, ou cer-
taines conditions dans lesquelles des liaisons passives permettent des comportements

dynamiques intéressants.

Ensuite, dans le domaine du design, il serait intéressant de développer des outils
d’analyse architecturale de manipulateurs a cables, permettant de faciliter le développe-

ment et en considérant leurs caractéristiques fondamentales.
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Annexe A

La nature linéaire de certaines

courbes d’équilibre

Cette annexe démontre la nature de certaines frontieres d’équilibre. Ainsi, on discute du
degré connu de certains types de mécanismes a cables avec ou sans liens passifs de types
ressorts a longueur libre nulle.
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A.1 Mécanisme a 2ddl avec des ressorts de

longueur libre nulle

A.1.1 Meécanisme avec ressorts de longueur libre nulle

Cet section détaille le passage, au chapitre 3, de I’équation (3.3) & I’équation (3.6).

Soit la condition ou la longueur libre de tous les ressorts est nulle. On a alors :

(pu —¢)"Eh, = (A1)
avec .
hel =h - Z Kk(pk — C) (A2)
k=1

Cette relation provient de la relation d’équilibre :

oz(p“—c)—i—iKk(pk—c)—h:O (A.3)

Etant donné que c est indépendant des indices de la sommation, cette relation est

équivalente a

c(—a = Kip)+ > Kipr+a(p,)—h=0 (A.4)
k=1 k=1
On pose 7 = —a — >_p_; Kj. Alors, on a :
e+ Y Kipr— (T+ Y Ki)p,—h = 0 (A.5)
k=1 k=1
7(c—pu) + > Kilpr—py) —h = 0 (A.6)
k=1

D’ou découle directement la relation :

(c—pu) Ehgy = (A7)

avec

he, =h — i Ky (pr — Pu) (A.8)

k=1



Cette relation indique que les positions cartésiennes c des lieux d’équilibre a 1 cable se
situent sur une droite, car la relation (A.8) est satisfaite quand le vecteur ¢ — p,, est

parallele au vecteur h.s, et ce dernier est indépendant des positions cartésiennes.

A.2 Meécanisme a 3 ddl spatial avec des ressorts de

longueur libre nulle

A.2.1 Meécanisme a 3 ddl spatial sans liens passifs

Dans cette section, la nature linéaire des lieux d’équilibre a 2 cables des mécanismes
a 3 ddl spatiaux est expliquée. Comme cela a été expliqué dans le chapitre 6, a la section
6.2, il est intuitif qu'un vecteur cartésien des forces a induire a l'effecteur soit en équilibre
avec un duo de cables lorsqu’il tombe dans le plan formé par ces deux cables. Ce fait
est montré ici vectoriellement. La relation (6.2), qui exprime la condition d’équilibre

entre le duo de cables p et v s’écrit également :

(pp—¢) x (p,—¢))"h=0 (A9)

Aussi, par distribution, on peut écrire

((Pp —¢) X py — (P — ) X C)Th =0
(—py X (Pu—c)+ecx(p,—c)’h = 0
(—=p, xpu+pP,xc+ecxp,—cxc)h = 0 (A.10)

Et comme ¢ x ¢ = 0, la nature linéaire de 1’équation est claire :

(Pu X Py +cx (py—py,)h=0 (A.11)
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A.2.2 Meécanisme a 3 ddl spatial avec des ressorts a longueur

libre nulle

La nature linéaire des lieux d’équilibre a 2 cables des mécanismes a 3 ddl spatiaux
avec un nombre arbitraire de ressorts a longueur libre nulle est expliquée. Au chapitre
6, la relation (6.3), qui exprime la condition d’équilibre entre le duo de céables u et v

s’écrit également :

(b X Do+ (b = )" (h = 3 Ky —€)) =0 (A.12)

Aussi, par distribution, on peut écrire :

Ki(pr —¢) + (¢ x (py — py))"h

NE

(P xPy) " h— (pu xp)"

k=1

—c X (p, — p,)" zi: Kr(pr—c) = 0 (A.13)

Comme (¢ X (p,—p.))" 3¢_; Krc = 0, il est possible de constater la nature linéaire

de I’équation :

Py xPu) h— (P xPu)" Y Ki(pr —¢) + (¢ X (p, — py))"h

M=

k=1

—c X (py—pu)” zn: Ki(pr) = 0

(P % p) (W= 3 Ki(pr — ) + ¢ x (py— po)"(h— 3 Kipy) = 0 (A.14)

k=1 k=1
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Annexe B

Remarques sur les quadratiques et

les cubiques

Dans le cadre d’investigations sur les diverses facons d’exprimer des polynomes de degré
2 et 3, lesquels peuvent décrire les lieux d’équilibre des mécanismes a cables, certains travaux
ont été faits. Ainsi, cette annexe traite de travaux reliés aux quadratiques et aux cubiques.
Il y est d’abord expliqué la démarche qui permet de trouver les expressions paramétriques
des quadratiques suivantes : ellipses générales et hyperboles générales. Ensuite, on discute
des méthodes de calcul des intersections entre des cubiques et entre des cubiques et des
quadratiques.
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B.1 Forme paramétrique des ellipses et des

hyperboles

Dans le cadre de la programmation d’algorithmes visant a calculer 'espace attei-
gnable de mécanismes a cables plans, on a considéré la possibilité d’utiliser les formes
paramétriques des équations quadratiques. On présente ici les démarches qui ont été
complétées dans cette analyse. La démarche, dans le cas de l'ellipse, est détaillée. La
résolution du probleme a été complétée et vérifiée dans plusieurs cas. Cependant, 1’ana-
lyse de la signification des multiples branches de solution du systeme d’équation n’a
pas été traitée. Comme les procédures sont tres semblables, la démarche, dans le cas de
I’hyperbole est plus résumée. Les expressions paramétriques décrivant les quadratiques
du type ellipse et hyperbole sont bien connues. Soit t le parametre utilisé. Ces formes

paramétriques sont :

ellipse : = = rycos¢cost —rysin¢sint + x, (B.1)
y = rysingcost + rycos@sint + y,
hyperbole :

8
I

+rq cospcosht — rysin gpsinht + x, (B.2)
y = Zrysin¢cosht+ rycos¢sinht + y,

Pour chacun de ces types de quadratique, il est possible de résoudre un systeme
d’équation qui donne la correspondance entre les formes paramétriques et la forme

algébrique générale des quadratiques suivantes :

(y—ax —b)*> —ca* —dr —e =0 (B.3)

Ces relations sont développées dans le cas de l'ellipse et de 'hyperbole.

B.1.1 Ellipse

Ainsi, les formules générales paramétriques de l'ellipse correspondent a la généra-

lisation des formes paramétriques de base pour une orientation quelconque donnée par
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I'angle ¢. Dans le cas de lellipse, il s’agit d'une forme fermée et ¢t = [0, 27| décrit la

totalité de la courbe.

B.1.1.1 Méthode de résolution

Soit une ellipse centrée ayant ses axes principaux orientés selon I'ordonnée et 1’ab-
cisse. La représentation implicite qui donne la relation entre 1’abcisse x; et 'ordonnée

yp est :

2 2
Ty (B.4)
rvoor

ou, de fagon alternative,

wiry +yirt = rirs (B.5)

Pour une ellipse générale, c’est-a-dire aux axes principaux orientés avec un angle ¢, et

au centre (z,,y,), on fait la substitution suivante :

1 = (y—yo)sing+ (z—a,)cos9 (B.6)
Yy = (y - yo) COS¢_ (LE _'ro> Sin(b

Une fois la substitution faite, on obtient une équation du type :

P2+ Py*+ Px+ Py + Paay+ Pr =0 (B.7)

avec

P, = ri—ricos¢®+ 13 cosp?

P, = 713 +ricos¢® —r5cos?

P. = 2r¥sin ¢y, cos ¢ — 2r2 cos ¢*x, + 2rizocos ¢* — 2r3 sin ¢pyo cos ¢ — 2riz,

P, = —27“% cos ¢y, + 2r§yo cos ¢* — 2r§yo - 2r§sz’n¢ cos ¢x, + 27“% sin ¢ cos ¢x,

P, = —2risin¢cos® + 2rssin ¢ cos ¢

Py = —r%yg cos ¢* + r%xi - r%zi cos ¢* — 27“% sin ¢y, cos ¢x, + 27“% sin ¢y, cos ¢,

2 2 2 2 2 2 2 2
+r5y; + 1] cos ¢y + 15 cos ¢Tx,

On obtient donc un polynome de degré 2 en z,y, pouvant décrire une ellipse quel-
conque, mais avec des coefficients (z,, Yo, @, 71, 72) qui sont les mémes que ceux de 'ex-

pression paramétrique de I’équation de ellipse (équations (B.3)). Il est ensuite possible
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de trouver les conditions qui font correspondre les coefficients de 1’équation quadratique

générale (B.3), soit les coefficients (a, b, ¢, d, ). On procede donc ainsi :

e On normalise le coefficient P, de (B.7) en divisant tous les termes par P,. Note :
le cas exceptionnel ou P, = 0 ne peut étre traité de cette fagon. Ce cas n’a pas été
traité. Il arrive par exemple lorsque ¢ = 0 et que l'ellipse est un cercle de rayon
unitaire r;y = ro = 1.

e On solutionne le systeme formé des 5 équations correspondantes aux équivalences
des coefficients des formes (B.7) normalisé pour P, et (B.3), en considérant

les coefficients devant (22, x,y,zy,1). On a donc 5 équations et 5 inconnues

(xov Yo, ¢7 1, TQ)'

Le systeme a résoudre n’est pas linéaire, mais il est résolvable. Avec le logiciel
Maple, par exemple, il est possible d’obtenir des solutions pour (z,, Y., ,r1,7r2). Les

correspondances entre les formes d’équations quadratiques obtenues sont :

=
To = 5
2bc — ad
Yo = o
V2E
. 4c
_
2= 4c
¢ = arctan(C, D) (B.8)

avec les constantes B, C, D, E suivantes :

= /~(dec — @)(—c+ A+1+a?)

o —2a(4ec — d?)
(B+E)(B—-E)F
_ %;F (B.9)

= Jec—B)(c+A—1-a?)
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Lesquelles dépendent finalement des constantes suivantes :

2+ 2c—2a%c+ 1+ 2a2 + at

B \/c2+1—2a2c—cA+2c+a4+a2A—A+2a2

= Ve +2c—2a2c+ 1+ 2a2 +at (B.10)

B.1.1.2 Exemple

Soit une ellipse donc I’équation implicite est donnée par :

(y—20 -1 +2*-32—-1=0 (B.11)

Les valeurs des coefficients (voir équation (B.3)) sont donc ¢ = 1,a =2,b=1,d =

3,e = 1. En utilisant (B.8), on trouve (a 7 chiffres significatifs) :

To
Yo
(A1

T2

B~ pol

0.7467341
4.352285
2.748894 (B.12)

Ainsi, en injectant les valeurs des coefficients de (B.12) dans la relation (B.2), on

obtient la méme ellipse que celle donnée par la relation (B.11), soit I'ellipse illustrée &

la figure B.1.

B.1.2 Hyperbole

Les formules générales paramétriques de I’hyperbole données par 1’équation (B.3)

correspondent a la généralisation des formes paramétriques de base pour une orientation

quelconque donnée par 'angle ¢. Le choix +r; donne la branche de droite de I'hyperbole,

et le choix —r; la branche de gauche (par rapport a ¢ = 0). Dans ce cas, il s’agit d'une



Fic. B.1 — Ellipse dont 1’équation est mise sous forme paramétrique.

forme ouverte et le parametre ¢ varie de —oo a +oo (la courbe décrivant a £o0o une
asymptote). Comme c’était le cas avec Uellipse, il existe une équivalence par rapport a

I'expression algébrique implicite générale (B.3) et la forme paramétrique.

B.1.2.1 Méthode de résolution

La méthode de résolution, dans le cas de I’hyperbole, est semblable a celle uti-
lisée pour lellipse. Ainsi, les détails de la démarche ne sont pas nécessaires. Soit une
hyperbole centrée ayant ses axes principaux orientés selon l'ordonnée et 1’abcisse. La

représentation implicite qui donne la relation entre I'abcisse x; et 'ordonnée y; est :

2 2
x
| (B.13)
reooT)
ou, de fagon alternative,
oy — y2r? = rirs (B.14)

Pour une hyperbole générale, c’est-a-dire aux axes principaux orientés avec un angle
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¢, et au centre (z,,,), on fait la substitution :
1 = (Y —yo)sing + (z — x,)cos ¢ (B.15)
y1 = (Yy—yo,)cos¢— (v —x,)sing

Une fois la substitution faite, on obtient une équation du type :

P.x® + Py® + Pa + Py + Poxy + Py = 0 (B.16)

La suite de la démarche est la méme que celle utilisée a la section (B.1.1) et n’est pas
explicitée ici. Les relations permettant de passer de la forme polynomiale de 'hyperbole

a la forme paramétrique sont les suivantes :

. —d
T, = 5
2bc — ad
Yo = 2
V2B
e 4c
_Y2C
. 4c
¢ = arctan(D, E) (B.17)

avec les constantes B, C, D, E suivantes :

B = /(-A+c—a?—1)(4ec— d?)

—(A+c—a?—1)(4ec— d?)

=

C
D = (B.18)
E

I3

Lesquelles dépendent finalement des constantes suivantes :

= V2 —2ca2+2c+a* +2a2 +1
\/c2—2a2c+2c+a4+2a2+1+cA—a2A+A
F = T
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B.1.2.2 Exemple

Soit maintenant une hyperbole dont I’équation implicite est donnée par :

(y—22—-3)2—2"-3r—-1=0 (B.19)

Les valeurs des coefficients (voir équation (B.3)) sont dont ¢ = 1,a = 2,0 = 3,d =
3,e = 1. En utilisant (B.17), on trouve (a 7 chiffres significatifs) :

-3
2
yo:O

ry = 42301105
ry = 0.5432172
¢ = 1.017221 (B.20)

Ty —

Ainsi, en injectant les valeurs des coefficients de (B.20) dans la relation (B.3), on
obtient la méme hyperbole que celle donnée par la relation (B.19), soit I'hyperbole

illustrée a la figure B.2. Le choix du signe de r; donne la branche de ’hyperbole.

r positif

s r négatif

-8+
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Fic. B.2 — Hyperbole dont I’équation est mise sous forme paramétrique.



112

B.2 Calcul des intersections des cubiques

Cette section expose une méthode pour trouver les intersections entre deux cubiques.
Un algorithme numérique utilisant le résultant par résolution dialytique (aussi appelé
déterminant de la matrice de Sylvester) est développé. Soit deux polynomes de degré

3, F' et G, ayant pour variables x et y. L’algorithme se décrit comme suit :

1. Construction du polynome P, résultant formé des deux cubiques. Celui-ci est de
degré 9, car il peut y avoir jusqu’a 9 intersections entre deux cubiques. Ce po-
lynome permet de trouver les intersections selon une seule variable des cubiques,

soit y par exemple.

2. Extractions des racines de P,. Elles correspondent aux coordonnées y des inter-

sections.

3. Pour chaque racine réelle trouvée, injecter cette valeur dans F' et G et trouver les

3 racines correspondantes pour chaque cubique.

4. Vérifier, pour chaque racine réelle de F' et G, si les coordonnées x correspondent.

Quand c’est le cas, la coordonnée x au point d’intersection y a été trouvée.

L’étape la plus délicate de la procédure est 1’étape 4. En effet, si deux racines sont
trop pres 'une de 'autre, il ne faut pas les méprendre. Ainsi, un algorithme par critere
de précision progressif est développé. Il s’agit d’utiliser une tres grande précision pour
considérer deux racines correspondantes, et de diminuer la précision jusqu’a ce qu’on

trouve la coordonnée x correspondante.

B.2.1 Exemples

On utilise maintenant 1’algorithme développé dans Matlab pour tracer I'intersection

entre des cubiques. Soit les cubiques F' et G ayant chacun les 10 coefficients suivants :

Fia® + F2y3 + F3x2y + F4:cy2 + Fya? + F6y2 + Frey+ Fse+ Foy + Fig = 0
Gi2® + Goy® + G2y + Gury? + G52 + Gey® + Graoy + Ger + Goy +G19 = 0
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On considere les coefficients suivants :

(Fy, Fy, ..., F9) = (4,1,2,2,0,0,0,—600,—260,0)
(G1,Gs,...,Gyo) = (-2,2,1,-5,0,0,0,512, —256,0)
Les polynomes ainsi que leurs intersections sont illustrés a la figure B.3. Dans ce cas,

il y a le nombre maximum d’intersections entre deux cubiques, soit neuf intersections.

Les points d’intersections sont :

Intersection | (z,vy)

0,0)

4.9787,15.0451)
4.9787,—15.0451)

(
(
(
(=
(—3.9148,10.4251)
(=
(1
(
(
(—

11.5436,7.1794)

0.9706, 7.0408)
3.9148, —10.4251)
11.5436, —7.1794)

10.9706, —7.0408)

OO0 | N[O =W ||~

9 intersections trouvées
251

— cubique F
20+ cubique G
O intersections

15+

10r-

—5-

-25 I I I I I I I ]
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

F1G. B.3 — Premier exemple d’intersections entre deux cubiques.
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Soit maintenant un autre exemple avec les coefficients suivants :

(F\, Fy, ..., Fio) = (0.1,0,0,0,5,20,14, 16, 28, 23)
(G1,Gs,...,Gro) = (0.1,0.25,1.1,5,7,15, 4,15, 20, 20)

Les polyndmes ainsi que leurs intersections sont illustrés a la figure B.4. Dans ce
cas, il y a 3 intersections. Deux seulement sont visibles sur le graphique étant donné la

proximité relative de deux d’entre elles. Les points d’intersections sont :

Intersection | (z,y)
1 1e5(—0.0755, 1.4935)
2 (—23.2016, 8.0090)
3 (—50.8165, —1.4066)
x 10° 3 intersections trouvées
20
—— cubique F
neresetions
15+
10+
5L
or Q
B o S ” > 0 )

F1G. B.4 — Second exemple d’intersections entre deux cubiques.



Annexe C

Criteres de performance des

meécanismes a cables

Dans cette annexe il est question de critéres de performance pour des mécanismes a cables
potentiels non inclus dans le mémoire. Il est question de critéres combinant plusieurs ca-
ractéristiques dont la dextérité. Aussi, un indice de performance spécifique aux mécanismes a
cables appelé I'indice de jeu dynamique est présenté et discuté, et ce, dans le cas de mécanismes
plans et spatiaux.
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C.1 Meécanismes a cables plans

C.1.1 Indice de jeu dynamique

Dans le cas d'un mécanisme a cables plans, il a été expliqué dans le chapitre 2
que les lieux de singularité et d’équilibre peuvent étre visualisés par une pyramide.
Cette pyramide s’écroule dans le cas de frontieres de singularité et le vecteur h est sur
I'une des faces quand le triplet de cables est en équilibre a deux cables. On sait qu’il
existe une mesure du degré d’effondrement de la pyramide : la dextérité. Aussi, dans
le cas d'un mécanisme a cables, il y a lieu d’introduire une mesure de la proximité
du vecteur h d’une des faces de la pyramide. Cette mesure quantifie a quel point une
condition dynamique correspondant a une configuration et a une pose du mécanisme
est flexible, c’est-a-dire a quel point elle peut varier instantanément. C’est pourquoi
cette mesure est appelée ici 'indice de jeu dynamique. Cet indice, donc, peut aussi
étre utilisé comme critere ou alternativement parmi des critéres combinés dans le cadre
d’une optimisation. Cette mesure est simplement un angle donné soit en radian soit
en degré. Une configuration qui a un indice de jeu dynamique nul correspond donc
a une configuration sur une frontiere d’équilibre, au méme titre qu'une configuration
(indépendante de la condition dynamique toutefois) qui a une dextérité nulle correspond
a une configuration sur une frontiere de singularité. L’indice de jeu dynamique étant
I’angle minimal entre le vecteur h et une face de la pyramide, il est relié implicitement a
la dimension de la pyramide, donc a la dextérité. La figure C.1 illustre, pour un triplet
de cables, les angles 11, ¥ et 13 a considérer pour établir I'indice de jeu dynamique.
Ainsi, I'indice de jeu dynamique absolu correspondant sera la valeur minimale parmi

les trois angles.

Pour une configuration dynamique et une orientation donnée, I'indice de jeu dyna-
mique s’exprime par min(iy, ¢, 1¥3), en posant que le produit w;;, correspond au plan

utilisé pour 'angle v; :

Y = — —arccos ——
2 [l
W, X W
Wi = (C.1)

[w; x wy|
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2 Jy
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Fic. C.1 — Illustration des angles a considérer pour l'indice de jeu dynamique.

On note que la relation (C.1) s’applique dans les cas ot le vecteur h en question
est dans l'espace de travail dynamique. Alors, si w; X wj, < 0 il faut changer le signe
du produit vectoriel pour s’assurer d’obtenir ’angle voulu. De facon alternative, il est
possible de prendre strictement comme résultat 0° < ¢; < 180°. L’angle min (i, s, 13)
est une mesure intéressante car elle illustre la proximité des conditions dynamiques
d’équilibre. Par contre, il est clair, pour une condition dynamique donnée, que cette
mesure augmente avec une pyramide qui s’effondre. Etant éloquente sur certains aspects
de la dynamique, elle ne peut toutefois pas étre une mesure de performance a elle seule
comme la dextérité par exemple. Il est d’ailleurs proposé, a la section suivante, des

criteres combinés utilisant cette mesure.

C.1.2 Indices combinés avec la dextérité

Selon les caractéristiques recherchées sur un mécanisme, les criteres de performance
décrits au chapitre 5 et le critere de I'indice de jeu dynamique peuvent étre combinés
a d’autres propriétés de performance comme le conditionnement du mécanisme. Il est
possible de définir des critéres qui sont des combinaisons des critéres étayés et de la

dextérité moyenne du mécanisme comme :
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e Produit de l'aire pondérée avec la dextérité moyenne.
e Produit de l'indice de jeu dynamique avec la dextérité moyenne.

e Produit de la mobilité pondérée dynamiquement avec la dextérité moyenne.

C.2 Meécanismes a cables spatiaux

C.2.1 Indice de jeu dynamique

De facon similaire au mécanisme plan, il a été expliqué dans le chapitre 2 que
les lieux de singularité et d’équilibre d’un mécanisme a cables spatial peuvent étre
visualisés par une hyper-pyramide. Cette pyramide s’écroule dans le cas de frontieres
de singularité et le vecteur h est sur I'une des faces quand un groupe de 5 cables est en
équilibre. Tout comme dans le cas plan, on veut introduire une mesure de la proximité
du vecteur h d’une des faces de la pyramide. Cette mesure se veut une quantification de
la proximité d’une condition dynamique de ’équilibre, ¢’est pourquoi on ’appelle, tout
comme dans le cas plan, l'indice de jeu dynamique. Il est difficile d’imaginer un angle
dans un espace en six dimensions. Une mesure, qui n’est pas un angle, est proposée.
Cette mesure s’appuie sur les propriétés du produit scalaire, lequel est valide pour
des espaces vectoriels a six dimensions. Soit une combinaisons ¢ de 5 cables (cables i;,
j = 1..5) formant un hyper-plan €;, illustré a la figure C.2. Avec les 5 vecteurs w;
formant le plan €2;, il est possible d’obtenir un vecteur linéairement indépendant n; en

utilisant 'opérateur x€ défini au chapitre 6 a I’équation (6.8) :

n;, = X (C2>

w1,w2,W3,W4,Ws

Pour chaque combinaison i de 5 céables, la mesure de proximité est min(|0;|) avec

h'l’li

O = o
[

(C.3)

On a donc ©; = 1 pour un éloignement maximum du vecteur h par rapport au
plan €;, et ©; = 0 quand h est dans le plan ;. Cette mesure est applicable seulement

pour des configurations a U'intérieur de 1’espace atteignable (ou a la limite en équilibre
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a b cables), comme c’est le cas avec la mesure de I'indice de jeu dynamique avec des
mécanismes plans. Aussi, par extension au cas plan, il faut s’attendre a ce que min(©;)
augmente avec une pyramide qui s’effondre. Etant éloquente sur certains aspects de la
dynamique, elle ne peut toutefois pas étre une mesure de performance a elle seule dans
la méme mesure que la dextérité. Il est d’ailleurs proposé, a la section suivante, des

criteres combinés utilisant cette mesure.

FiGc. C.2 — Illustration de la mesure proposée de 'indice de jeu dynamique.

C.2.2 Autres indices de performance

Tout comme dans le cas plan, il peut donc étre pertinent de décrire des criteres
de performance combinés. On peut considérer comme critere ’équivalent du volume
atteignable détaillé au chapitre 5 pour les mécanismes plans. Cette mesure, appelée
la mobilité ici, est la sommation des volumes atteignables en orientation pour plu-
sieurs positions cartésiennes. Ceci pour une seule ou plusieurs conditions dynamiques.
Contrairement au cas plan, ou il est possible de considérer des cables qui se croisent, il

faut cependant intégrer aux volumes atteignables en orientation des algorithmes pour
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éviter les croisements de cables.

Aussi, il est possible de définir des criteres mixtes qui sont des combinaisons des

criteres expliqués et de la dextérité moyenne du mécanisme comme :

e Produit du volume pondéré avec la dextérité moyenne.
e Produit de l'indice de jeu dynamique avec la dextérité moyenne.

e Produit de la mobilité pondérée dynamiquement avec la dextérité moyenne.



Annexe D

Tableau récapitulatif des degrés des

polynémes d’équilibre

Cette section résume les analyses faites par rapport au degré des polynémes d’équilibre.
On a regroupé sous forme de tableaux les différents résultats obtenus dans [13] et dans le
cadre de ce mémoire.
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D.1 Tableau récapitulatif sur les degrés des

polynomes

Le tableau D.1 montre le degré des polynomes correspondant aux types de manipu-
lateurs a cables étudiés. Ce tableau montre des degrés de polynomes qui ont été vérifiés

de fagon analytique.

Type de mécanisme | Membrure(s) passive(s) Degré maximum
Plan a 2 ddl Aucune 1
Plan a 2 ddl N ressort(s) de longueur libre nulle | 1
Plan a 3 ddl Aucune 2
Plan a 3 ddl N ressort(s) de longueur libre nulle | 2
Spatial a 3 ddl Aucune 1
Spatial a 3 ddl N ressort(s) de longueur libre nulle | 1
Spatial a 6 ddl Aucune 3
Spatial a 6 ddl N ressort(s) de longueur libre nulle | 3

TAB. D.1 — Degrés de polynomes vérifiés de fagon analytique.

Tel qu’expliqué au chapitres 4 et 6, les relations exprimant les lieux d’équilibre de
mécanismes comprenant des liens passifs de type ressorts a longueur libre arbitraire ou
cable a tension constante correspondent a des polynomes dont le degré est une fonction
du nombre de membrures passives. Avec ces deux types de liens passifs, les degrés des
polynomes ont été trouvés dans quelques cas de facon numérique. On observe pour tous
les cas vérifiés que les degrés sont les mémes pour N liens passifs du type ressorts a
longueur libre arbitraire ou N liens passifs du type cable a tension constante. Le ta-
bleau D.2 illustre les relations observées en fonction du nombre de membrures passives
(soit des ressorts de longueur libre arbitraire, soit des cables de tension constante, mais
vérifiés avec N liens passifs de méme nature). La procédure utilisée pour retrouver les
formes polynomiales a partir des relations implicites découlant des équations vecto-
rielles consiste a isoler successivement les racines carrées des expressions pour les faire

disparaitre. Ceci peut étre fait manuellement, ou de facon automatisée.
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Type de mécanisme | Vérifié pour | Degré maximum
Plan & 2 ddl N=1,2,3,4|2Y(N +1)
Plan & 3 ddl N=1,2,3 |2M(N+2)
Spatial a 3 ddl N=1,2,3 2N(N +1)
Spatial & 6 ddl N=1,2,3 |2Y(N +6)

TaAB. D.2 — Degrés de polynomes vérifiés de facon numérique pour N liens passifs.

Aussi, une routine Maple, qui permet d’automatiser le processus, est présentée. Je
tiens a remercier Carl Devore (devore@math.udel.edu), de 1'Université du Delaware,
qui a programmé cette routine et 1’a publiée sur le groupe de discussion ”comp.soft-
sys.math.maple”. Cette routine ne se veut pas fonctionnelle pour :

e Des expressions contenant des racines carrées dans des racines carrées (/o + /¥

par exemple).

e Des expressions contenant des racines d’ordre supérieure a 2 qui deviennent

carrées pendant les étapes de résolution de la routine.

Voici le code source de la routine Maple :

RemoveSqrt := proc(Ez : :algebraic)
local ex, Sqrts, S, s, rt, oth, r, rad, Sqrt;
ex := expand(numer(Ex)) ;
Sqrts := [ListTools : —Categorize]((s, t) — op(1, s) = op(1, t),
[select(x — denom(op(2, z)) = 2, indets(ex, ***))]);
for S'in Sqrts do
rad := op(1, Sy);
Sqrt := indets(ez, satisfies(s — s : :

4

Y

rt:=0;
oth := ex ;
for sin Sqrt do
r, oth := selectremove(has, oth, s); rt := rt + subs(s = rad =12 )
end do;
ex = expand(rad * rt2 — oth2)
end do;

ex
end proc
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““and op(1, s) = rad and denom(op(2, s)) = 2))



