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Résumé

Cette thése présente une nouvelle approche qui permet la compensation dynamique
de mécanismes & quatre barres, c’est-a-dire ’annulation de la somme des forces et
moments qu'un mécanisme exerce sur son environnement. Depuis plus de trois décen-
nies des chercheurs se penchent sur le probléme de la compensation. Les premiéres
recherches n’ont abordé que le probléme de la compensation statique. Par la suite, les
chercheurs ont commencé & attaquer le probléme de la compensation dynamique tout
en le simplifiant en imposant une vitesse constante. Suivant une évolution naturelle,
le probléme abordé est devenu de plus en plus général mais les mécanismes qui ré-
pondaient aux attentes sont devenus eux aussi de plus en plus complexe car on leurs
greffait des contrepoids, des contre-rotations, des pantographes. De plus, les conditions
trouvées permettant la compensation dynamique étaient souvent suffisantes mais pas

toujours nécessaires.

L’objectif de cette thése est de trouver des contraintes de compensations dynamiques
(CCD) exprimées en fonctions des parameétres physiques, qui soient nécessaires et suf-
fisantes, sans rien ajouter au mécanisme. Un mécanisme simple sera donc utilisé pour
faire la démonstration qu’il est possible de trouver des CCD nécessaires et suffisantes.
L’analyse démontrera qu’il existe trois ensembles de CCD permettant la compensa-
tion dynamique des mécanismes a quatre barres. Une vérification de ces CCD faite
d’une fagon analytique a l'aide des équations de Lagrange et d’une fagon numérique

a l'aide de la méthode de Newton prouverons la validité des CCD. Par la suite, des



mécanismes a cing barres seront étudiés, par contre cette analyse sera moins fructueuse
puisque les résultats démontreront que les mécanismes a cing barres doivent avoir trois

contre-rotations pour étre compensés dynamiquement.

Finalement, les mécanismes & quatre barres compensés dynamiquement serviront
de modules pour construire des mécanismes complexes compensés dynamiquement.
Des mécanismes sériels plans ainsi que des mécanismes paralléles plans a trois degrés

de liberté seront présentés.

Cette thése a donc démontré qu’il était possible d’établir des contraintes de com-
pensation dynamique nécessaires et suffisantes pour des mécanismes a quatre barres.
De plus, la démonstrations a été faites que des mécanismes plan a trois degrés de liberté
peuvent eux aussi étre compensés dynamiquement lors qu’ils sont construits a partir
de mécanismes a quatre barres. Cela met donc la premiére pierre a la voie qui pourrait

conduire au développement de mécanismes spatiaux.
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le Professeur Clément Gosselin m’a proposé un trés intéressant sujet. Ayant fait mon
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ce voyage, un beau voyage.

Il ne me reste plus qu’a sortir les diapositives et a vous dire : Installez vous confor-

tablement je vais vous raconter une histoire...



Chapitre 1

Introduction

La compensation dynamique consiste, comme son nom l'indique, & compenser les
forces et moments qu’un mécanisme en mouvement exerce sur sa base, ou, d’'un point
de vue plus général, compenser les forces et moments qu’'un objet en mouvement exerce

sur son environnement.

Lorsqu’on marche ou court, on exerce une force sur le sol/base pour se propulser
vers l'avant. Cette force crée des perturbations qui affectent de diverses facons son en-
vironnement. La croyance populaire veut que les militaires, conscients de ce probléme,
demandent aux régiments qui passent sur un pont de briser le pas pour ne pas induire de
vibrations dans le pont et causer son écroulement si, par malchance, les vibrations tom-
baient sur les fréquences naturelles du pont. C’est une fagon trés imagée de conscientiser

les gens au probléme.



Le méme principe se présente pour les mécanismes. On a un certain nombre de
membrures reliées entre elles, bougeant les unes par rapport aux autres selon la confi-
guration du mécanisme. Le mouvement du mécanisme peut étre dii & une force ou un
couple interne ou externe au mécanisme. Puisque le mécanisme est rattaché a une base,
celle-ci ressent des forces et des moments aux points d’attache avec le mécanisme. La
compensation dynamique consiste donc a éliminer ou du moins a réduire les forces et
moments sur la base car cela peut causer bien des problémes comme on le verra dans

la section 1.1.

1.1 Les problémes liées a la non compensation

Les problémes découlants de mécanismes non compensés affectent la vie des gens
tous les jours. Une des conséquences les plus visibles est la génération de vibrations qui
peuvent altérer la durée de vie des mécanismes et augmenter le niveau de bruit généré
par ceux-ci |Bagci, 1982; Lowen et al., 1983; Ricard et Gosselin, 2000].

Le corps humain subit trés mal les effets pervers découlant des vibrations, que ce soit
les vibrations causées par le marteau-piqueur (Fig. 1.1) qui peut entrainer le phénoméne
de Raynaud [Lasfargues, 1990] ou que ce soit l'arriére train qui devient ankylosé aprés
plusieurs heures de voiture [Boileau et Rakheja, 2000]. Ces manifestations des vibrations
sont celles qui ont le plus d’incidences pour le commun des mortels mais les problémes

découlants des vibrations se retrouvent dans toutes les sphéres de I'activité humaine.

Dans l'aviation, 1'usure des piéces due a la vibration est prise trés au sérieux car
la vie de centaines de gens dépend du bon fonctionnement de toutes les composantes
de I'avion. C’est pourquoi les supports de moteur en élastomére doivent étre changés

aprés 15 000 heures d’utilisation.

L’astrophysique ainsi que les sciences spatiales se retrouvent, plus que souvent, a
subir les effets de la non compensation. Lors de la conception des observatoires et téles-
copes, il faut tenir compte des vibrations causées par le déplacement et le changement
d’orientation du miroir secondaire. Ces changements sont habituellement effectués a
hautes fréquences pour permettre la correction des perturbations causées par 1’atmo-

sphére. Les vibrations peuvent étre atténuées par le systéme de controle ou par une



F1G. 1.1 — Marteau-piqueur (tiré de Artville (Photodisc) Libre de Droits)

conception plus robuste de la structure de support. Cela n’est habituellement pas par-
fait et des résidus de ces vibrations viennent affecter la clarté des images recueillies par
ces télescopes [Coudé du Foresto et al., 1997] (Fig. 1.2). Les satellites de communica-
tion doivent maintenir un lien constant avec leur base. Ils doivent également maintenir
les panneaux solaires & un angle qui maximise 'efficacité de ces panneaux. Les chan-
gements d’orientation des antennes et des panneaux créent des perturbations qui sont
habituellement compensées par des fusées de positionnement et des roues d’inertie. Par
contre, ces deux fagons de faire utilisent de 1’énergie et diminuent la durée de vie utile
du satellite & moins qu’on puisse le ravitailler [Legnani et al., 1999; Abu-Abed et Papa-
dopoulos, 1994]. Les manipulateurs spatiaux sur la navette spatiale américaine ou sur la

station spatiale créent des perturbations dans le positionnement de leur base, qui sont



en réalité des corps libres puisqu’ils flottent sans contrainte dans lespace (Fig. 1.3).
Jusqu’a maintenant, ces perturbations faisaient partie du bruit de fond tout comme
les perturbations causées par le déplacement des astronautes a l'intérieur de la navette
ou de la station. Cela ne sera pas toujours le cas si on change le rapport des masses
impliquées ou qu’on diminue le temps alloué aux diverses taches que doivent effectuer

les manipulateurs [Dubowsky et Torres, 1991; Papadopoulos et Dubowsky, 1991].

F1G. 1.3 — Poignée de main dans ’espace (courtoisie de 1’Agence spatiale canadienne)



Les problémes causés par la non compensation sont importants et se retrouvent dans
plusieurs spheéres de I'activité humaine. De plus, ils affectent un nombre important de
personnes. C’est pourquoi, plusieurs chercheurs se sont attaqués aux problémes. La
section 1.4 présentera les diverses approches employées pour obtenir une compensation

dynamique.

1.2 Formulation mathématique du probléme

On a mentionné en introduction, que la compensation dynamique consistait & com-

penser les forces et moments qu'un mécanisme exerce sur sa base.

Si on considére le mécanisme comme un corps rigide ayant des caractéristiques
physiques, c’est-a-dire masse, centre de masse, moment d’inertie, etc, bien définies, on

peut formuler les deux équations mathématiques suivantes :

_d(myv)
Y F= i (1.1)

d ([w)
> M= 7 (1.2)

ot Y F est la somme des forces sur la base, m; est la masse totale du mécanisme, v

est la vitesse du centre de masse du mécanisme, » M est la somme des moments par
rapport au centre de masse, I est le moment d’inertie du mécanisme par rapport a son
centre de masse et finalement w est la vitesse angulaire du mécanisme par rapport a ce

méme point.

Ces équations (Eqgs (1.1) et (1.2)) ne seront pas utilisées pour trouver les contraintes
de compensation dynamique (CCD) car il est difficile de conceptualiser certains des
parameétres, w par exemple et de plus la distance entre deux points quelconques du
mécanisme n’est pas toujours constante ce qui ne permet pas de définir le tenseur
d’inertie du mécanisme. Lorsqu’on travaillera a établir les CCD, de nouvelles équations
seront définies. Ces nouvelles équations prendront en considération chaque membrure

du mécanisme (Chaps. 2 et 4).



Les équations (1.1) et (1.2) peuvent étre utiles car le comportement du mécanisme,

vu comme un corps unique, permet de tirer certaines conclusions qui simplifieront la

recherche des CCD.

La compensation consistera donc a éliminer la somme des forces et la somme des
moments. Pour éliminer la somme des forces, on peut faire en sorte que le terme entre
parenthéses dans le membre de droite de I’équation (1.1) reste constant par rapport
au temps. Si on considére que la masse du mécanisme reste constante, le probléme se
simplifie et se résume a dire que la vitesse du centre de masse est constante par rapport
a la base. Puisque le mécanisme est rattaché a la base, il ne peut jamais avoir une vitesse
constante différente de zéro par rapport & sa base. On peut donc encore simplifier et
dire que la position du centre de masse doit étre fixe par rapport a la base car c’est la
seule option lorsque v égale zéro. La masse du mécanisme peut ne pas étre constante
dans le temps. C’est possible lorsqu’on prend comme mécanisme un manipulateur et

que ce manipulateur effectue une tache qui consiste a déplacer un objet.

Pour éliminer la somme des moments, on peut faire en sorte que le terme entre
parenthéses dans le membre de droite de I’équation (1.2) reste constant par rapport au
temps. Par contre dans ce cas ci et a ce moment ci, on ne sait pas si c¢’est seulement le
I ou la combinaison de I et w qui est constant. Le chapitre 8 lévera cette ambiguité.

Pour Iinstant aucune déduction ne peut ressortir de I’équation (1.2).

Le cas ou le mécanisme vient en contact avec un autre objet et que cet objet applique
une force ou un moment sur le mécanisme ou que l'objet devient une partie intégrante
du mécanisme car le mécanisme l’a saisi et le déplace, ne sera pas étudié dans cette
these. On se contentera donc d’étudier la compensation dynamique lorsque le nombre

de corps et de force impliqués dans les équations (1.1) et (1.2) sont constants.

1.3 La compensation statique

La fagon dont Meriam et Kraige [1996] présentent I’étude de la mécanique convient

parfaitement a la facon dont I’étude de la compensation se divise.

L’étude de la mécanique se divise traditionnellement en deux parties : la

statique, qui s’'intéresse a 1’équilibre des corps soumis a ’action de forces, et
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la dynamique qui étudie le mouvement des corps en relation avec les forces

qui les engendrent.

Il faut prendre en considération que leur définition parle de force au sens large, ce qui

inclut les forces et les moments .

Suite & cette définition, on peut constater que la compensation statique est un
sous ensemble de la compensation dynamique car la compensation statique se résume a
compenser un mécanisme, soumis a l’action de forces et de moments, dont tous les corps
sont en équilibre alors que la compensation dynamique s’intéresse a la compensation
de mécanismes soumis & ’action de forces et de moments dont les corps peuvent étre
en mouvement. Il sera donc possible d’utiliser les contraintes de compensation statique
(CCS) lors de la recherche des CCD puisque la compensation dynamique englobe la

compensation statique.

Meéme si la compensation statique peut sembler étre tres simple, plusieurs approches
peuvent étre appliquées pour obtenir le résultat désiré. On peut vouloir compenser la
force de gravité en utilisant le principe de la conservation de 1’énergie potentielle a ’aide
de contre-poids et de ressorts [Ulrich et Vikay, 1991; Walsh et al., 1991| (Fig. 1.4) ou
utiliser le fait que la position du centre de masse est constant [Berkof et Lowen, 1969
ou encore on peut utiliser la méthode des pantographes combinée avec la méthode des
ressorts [Shin et Streit, 1991].

F1G. 1.4 — Mécanisme paralléle a 3 ddl, statiquement équilibré (courtoisie du Labora-

toire de robotique de 'université Laval).
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Le fait de pouvoir maintenir une position statique permet une meilleure utilisation
de I'énergie dépensée par le mécanisme car l'énergie sert a déplacer le systéme a une

nouvelle configuration et non & maintenir une position donnée [Herder, 2001].

La recherche dédiée a la compensation statique se poursuit depuis plusieurs années
car déja Lowen et Berkof [1968] présentaient une revue de littérature sur le sujet et
ils en ont refait une autre [Lowen et al., 1983] prés de deux décennies plus tard car
beaucoup de travail avait été fait sur le sujet et une mise a jour semblait nécessaire.
Des développements récents ont encore lieu [Wang, 1998| ou ’emphase est mise sur le

développement de mécanismes spatiaux [Gosselin et al., 1999| (Fig. 1.5).

F1G. 1.5 — Manipulateur hybride équilibré statiquement. Courtoisie du Laboratoire de

robotique de l'université Laval.

1.4 La compensation dynamique

Comme mentionné a la section 1.2, la compensation dynamique se résume a l’aide
des équations (1.1) et (1.2) et le but ultime est le méme c’est-a-dire mettre les équations
égales a zéro. Par contre, le probléme se complique beaucoup puisqu’on ne restreint plus
le mécanisme a étre dans un état statique. Les composantes du mécanisme peuvent

bouger les unes par rapport aux autres.

Les premiéres recherches, qui se sont intéressées a la compensation dynamique

datent, elles aussi, de plusieurs années |Berkof et Lowen, 1969; Lowen et Berkof, 1971;
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Tepper et Lowen, 1972; Berkof, 1973; Wiederrich et Roth, 1976; Lowen et al., 1983|.
Mais puisque le probléme est beaucoup plus compliqué, beaucoup de recherches ont

encore lieu sur ce théme comme le démontre le sujet de cette thése.

Avant l'article publié par Berkof et Lowen [1969], il n’y avait pas beaucoup de tra-
vaux qui portaient sur la compensation dynamique des forces. La méthode des vecteurs
linéairement indépendants qu’ils ont développée, se trouvera étre une des plus efficaces
pour résoudre ce probléme et sera modifiée et améliorée plusieurs fois comme on le
verra plus loin. Leur méthode bornait le nombre maximal de contre-poids que 'on

devait ajouter & n — 1 si le nombre de membrures dans la boucle était de n. Par la

n

2
a fixer le centre de masse du mécanisme en traitant le déplacement, selon deux axes

suite, ce nombre a été réduit a 2 par Tepper et Lowen [1972|. Cette méthode consistait

orthogonaux, comme indépendant.

Les travaux de Berkof et Lowen [1969| s’appliquaient aux mécanismes plans. Kauf-
man et Sandor [1977| ont été parmi les premiers a en généraliser la formulation pour
I’appliquer aux mécanismes a quatre barres spatiaux. Ils ont réussi a faire la compensa-
tion dynamique compléte des forces pour différents mécanismes a quatre barres a l'aide

de contre-poids en utilisant des opérateurs de rotation.

Encore une fois, la méthode des vecteurs indépendants sera généralisée par Tepper
et Lowen [1972]. De plus, dans cet article, on considére les restrictions qu’imposent
les articulations prismatiques, ce qui ameéne a présenter le Théoréme du contour qui
établit que, s’il est possible de passer d’'une membrure a la base en rencontrant seulement
des articulations rotoides, il est possible de compenser dynamiquement la force que le
mécanisme génére a l'aide de contre-poids ou en redistribuant les masses. Par la suite,
on étudiera les différentes possibilités présentées par cette méthode, en 'appliquant
a des mécanismes a 10 barres [Smith, 1975, aux mécanismes de Watt et Stephenson
[Balasubramanian et Bagci, 1978| pour n’en nommer que quelques uns. Yu [1987b,a|
décide d’ajouter une dyade entre le membre de sortie et la base ce qui permet une

réduction des forces et des moments.

Les grandes lignes d'une méthode semi-itérative permettant l'optimisation de la
compensation des forces et des moments sera aussi présentée |Lowen et Berkof, 1971;

Berkof et Lowen, 1971a| mais elle n’aura pas un impact aussi grand que la précédente.
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Une autre méthode développée et qui sera utilisée et bonifiée dans plusieurs articles
[Walker et Oldham, 1978; Chen, 1984; Yao et Smith, 1993b,a; Ye et Smith, 1994]| est la
méthode des masses complexes développée par Oldham et Walker [1978]. Le principe
consiste a trouver quelle membrure couper et a distribuer ses parameétres aux membrures
la soutenant. Les contre-poids sont choisis de telle facon que leur addition permet
de positionner le nouveau centre de masse a une articulation rotoide. Ce principe de
transfert est répété jusqu’a la base. Bagci [1992] se basera sur cette méthode et ces
principes pour classifier différents types de membrures dynamiquement équivalentes
(Complete Dynamically Equivalent Link (CDEL)).

Jusqu’a maintenant les articles cités présentaient des méthodes consacrées surtout a
la compensation dynamique des forces mais la compensation dynamique des moments
n'est pas laissée de coté car Berkof [1973] commence a s’y intéresser. La redistribu-
tion des masses et I'ajout de contre-rotations permettent la compensation compléte de
mécanismes a quatre barres plans. Puisque la compensation dynamique des moments
se retrouve & étre un probléme beaucoup plus complexe, Wiederrich et Roth [1976]
ne s’attaquent pas directement au probléme, ils choisissent de diminuer les fluctua-
tions du moment cinétique. Elliot et Tesar [1977] reprennent la méthode des vecteurs
linéairement indépendants et la transforment pour y inclure le moment cinétique. Ils
doivent introduire des moments d’inertie négatifs qui seront représentés par des contre-
rotations. Cette méthode sera par la suite reprise dans plusieurs articles [Bagci, 1982;
Kochev, 1991; Esat et Bahai, 1999|. Feng [1989] appliquera cette méthode aux méca-
nismes a 4 et 6 barres. On utilisera méme deux types différents de contre-rotations avec
cette méthode [Feng, 1989, 1990, 1991].

Certains chercheurs s’aventurent en dehors des sentiers battus et approchent le pro-
bléme de la compensation dynamique de fagons différentes. Thuemmel et Brandl [1996]
ajoutent un actionneur redondant pour atteindre la compensation. Cela permet de plus,
de faire varier les contraintes aux articulations. A la différence des autres méthodes,
on peut considérer cette méthode comme active car on doit introduire de 1’énergie au
systéme. D’autres chercheurs, voyant que la compensation dynamique compléte d’'un
mécanisme était trés difficile et observant que certains mécanismes utilisaient seulement
une fraction de leur espace de travail, ont décidé d’explorer la possibilité de contraindre
le déplacement du mécanisme pour atteindre une compensation dynamique compléte
[Dubowsky et Torres, 1991; Papadopoulos et Dubowsky, 1991; Abu-Abed et Papado-
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poulos, 1994]. Shemin [1994] a travaillé & construire des fonctions d’optimisation servant

a minimiser les harmoniques des forces de vibrations a 1’aide des séries de Fourier.

Dans l'article de Behi et Tesar [1991], une meilleur connaissance des paramétres
physiques d’un manipulateur trouvés a 1’aide d’une analyse modale permet de réduire
les vibrations et d’améliorer la précision. De plus, Kochev [1992] déduit qu’il y a un
prix a payer lors de la réduction ou la compensation dynamique des forces a 'aide de

contre-poids. Il remarque qu’il y a une augmentation des contraintes aux articulations.

1.5 Objectifs et contributions

La compensation dynamique de mécanismes a ’aide de contre-poids et de contre-
rotations, de dyade, etc, n’est pas parfaite et améne quelques problémes qui ont été
mentionnés a la section 1.4. Le but de cette thése sera donc de vérifier la possibilité
de compenser dynamiquement les mécanismes paralléles sans ajouter de contre-poids
ou de contre-rotations. Mais avant de s’attaquer a ce probléme, une incursion dans le
monde des mécanismes & quatre barres sera faite pour permettre le développement des
outils d’analyse et investiguer la possibilité de compenser des mécanismes a boucles
fermées. Cette étude pourra par la suite étre étendue aux mécanismes paralléles qui
sont composés de plusieurs boucles fermées. Un des objectifs principaux sera d’obtenir,
pour les mécanismes étudiés, les contraintes de compensation dynamique (CCD) , c’est-
a-dire les équations algébriques impliquant les paramétres dimensionnels et inertiels qui

doivent étre satisfaites pour assurer la compensation dynamique.
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Chapitre 2

Compensation dynamique

2.1 Compensation du moment cinétique

Puisqu’on veut que les effets dynamiques, vibrations, efforts et contraintes soient
éliminés, on peut travailler & I’élimination des causes qui produisent ces effets. Cepen-
dant, le travail sera a refaire lorsqu’une nouvelle force ou un nouveau moment sera

introduit. De plus, I’élimination de la cause peut étre trop restrictif.

Pour travailler d'une fagon générale, il serait judicieux de regarder les effets et de les
éliminer le plus possible. Si les effets sont éliminés, on peut en déduire qu’il n’y a pas
de cause, c’est-a-dire de forces ou de moments sur le mécanisme mais cela peut aussi
vouloir dire que les forces et moments sur le mécanisme annulent mutuellement leurs

effets. Cette approche est plus générale car les effets sont connus (forces et moments).

16



Pour le moment cinétique 1’équation qui relie la cause a l'effet est :

_ dH,

M,=—= 2.1
a= 1)

ou M, est la somme des moments appliqués aux points A dans un repére inertiel et

H 4 est le moment cinétique par rapport au point A.

Ainsi pour avoir une compensation du moment cinétique, on doit avoir que 'effet

(>-M,) égale zéro ou que H4 soit constant.

Puisque la compensation du moment cinétique constitue la pierre angulaire de ce
travail, il est important de présenter une équation du moment cinétique qui pourra

s’adapter a toutes les applications qui se présenteront lors du déroulement de ce travail.

Le travail en cours portera sur des mécanismes, c’est pourquoi I’équation du moment
cinétique est donnée pour un systéme mécanique formé de n composantes distinctes
(corps rigides). De plus I'équation sera donnée par rapport & un point A quelconque

(pas nécessairement sur le mécanisme).

L’équation qui satisfait ces exigences se retrouve dans le livre de Meriam et Kraige

[1987] et s’écrit comme suit :

n

HA = Z [HGz +rg; X erSZ] (22)

i=1
avec

ou Hg; est le moment cinétique du corps ¢ par rapport a son centre de masse, I; est
le moment d’inertie du corps ¢ par rapport & son centre de masse, w; est la vitesse
angulaire du corps i, rg; est le vecteur reliant le point A au centre de masse du corps i

et m; est la masse du corps i.

Cette équation est adaptable car elle peut facilement s’écrire de fagon scalaire

lorsque le systéme se trouve dans un plan.
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Chapitre 3

Analyse de la compensation
dynamique des mécanismes a quatre

barres

3.1 Meécanisme a quatre barres

Le mécanisme a quatre barres (Fig. 3.1) est un mécanisme des plus simples ce qui
en fait un des plus étudiés. Par contre, méme si les mécanismes a quatre barres sont des
plus étudiés, ils ne sont pas nécessairement étudiés de la fagon qui convient a I’étude
en cours. Un des exemples frappant est le fait que pour compenser dynamiquement
les mécanismes a quatre barres plusieurs approches consistent a ajouter : des boucles

fermées ou des mécanismes |Bagci, 1982|, des mécanismes miroirs, des contre-rotations
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[Kochev, 1990; Ye et Smith, 1994] mais cette approche n’est pas celle favorisée dans
cette étude car 'objectif de ce travail est d’avoir un mécanisme le plus simple possible
qui sera compensé dynamiquement. Lorsque 1'on ajoute des membrures [Yong et Zhen,
1989, la dimension hors tout et la masse totale du mécanisme augmentent ce qui
devient un facteur limitatif pour des mécanismes paralléles car leur encombrement est
plus grand et cela peut changer le nombre de configurations singuliéres. L’approche
de cette étude consiste a compenser dynamiquement les mécanismes en jouant sur
les dimensions, les masses et les moments d’inertie des membrures existantes plutot
que d’en ajouter. Cela permet de garder le méme graphe topologique et par le fait
méme, les mémes caractéristiques globales du mécanisme étudié. Dans cette section,
cette approche sera favorisée. C’est pourquoi I’étude des mécanismes a quatre barres est
importante, puisque aucune preuve formelle n’a été faite pour démontrer si I’équilibrage
de ces mécanismes sans ajout d’éléments mécaniques additionnels était possible ou non.
Plusieurs chercheurs dont Lowen et al. [1983]; Kochev [1990]; Feng [1990] mentionnent
qu’il est trés difficile et méme probablement impossible de compenser un mécanisme a
quatre barres seulement en changeant les caractéristiques des membrures. Par contre,

ils en sont restés l1a et aucune preuve n’a été fournie.

Le mécanisme a quatre barres posséde un degré de liberté. On peut associer ce degré
de liberté a ’angle d’entrée du mécanisme, noté 6. Si on veut compenser le mécanisme
dynamiquement, il faudrait pouvoir le compenser pour toutes les valeurs de : 6, et 6,
c’est-a-dire, pour toutes valeurs de position, vitesse et accélération. Par contre dans la
littérature, on rencontre souvent une compensation en position et & vitesse constante.
Ce type de compensation cela est justifiable dans bien des cas mais cette approche ne
peut étre transposée aux mécanismes paralléles puisque chaque actionneur n’effectuera

pas un mouvement a vitesse constante.

La méthode préconisée dans cette étude consiste a compenser dynamiquement les
mécanismes autant en position, vitesse et accélération puisque les actionneurs des mé-
canismes paralléles auront des accélérations variables. Pour ce faire, une expression du
moment cinétique en fonction des variables d’entrées seulement sera recherchée. Cette
fonction devra étre constante ou égale a zéro. Une fagon de s’assurer que cette condition
est respectée est d’imposer que les coefficients des différentes variables d’entrée (0;, 0;
et 0; i =1,2,...,n o n est le nombre de degrés de liberté) soient égaux a zéro. En

effet, il s’agit 1a d’une condition mathématiquement suffisante.
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Puisque des études sur les mécanismes & quatre barres (Fig. 3.1) démontrent qu’ils
peuvent étre compensés statiquement en éliminant les forces générées sur la base [Berkof
et Lowen, 1969; Tepper et Lowen, 1972|, I’étude présente se penchera sur la compensa-

tion dynamique seulement (constance du moment cinétique).

F1G. 3.1 — Mécanisme a quatre barres.

Pour compenser les mécanismes a quatre barres. On se servira de l’équation du
moment cinétique et des équations de contraintes cinématiques pour trouver une ex-
pression qui dépend seulement de la variable d’entrée (6;). Les variables utilisées sont
représentées schématiquement & la figure 3.1. Les longueurs des membrures sont notées
d, l1, Iy et I3 et les angles 6, 65, 03 décrivent 'orientation des membrures mobiles par
rapport au repéere de base. Le centre de masse de la membrure i est localisé a 1'aide de

la longueur r; et de I'angle ;.

3.2 Equation du moment cinétique des mécanismes

a quatre barres compensés statiquement

L’équation (2.2) se trouve a étre une équation vectorielle générale, cette équation
sera écrite de fagon scalaire pour simplifier son utilisation puisque les mécanismes a
quatre barres étudiés sont plans et que par conséquent le moment cinétique n’a qu’'une

seule composante (Fig. 3.1). On obtient :

Hy = imz <$zyz — Yil; + k2292> (3.1)

i=1
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avec

x1 =11 08 (61 + 1) (3.2)
y1 = rysin (6 + 1) (3.3)
xo =l cos Oy + 19 cos (0o + 1) (3.4)
Yo = lysin 0y + o sin (6y + 19) (3.5)
x3 =d + 13c08 (03 + 13) (3.6)
yz = rzsin (03 + 13) (3.7)

Pour permettre une meilleure compréhension des équations on définit ici quelques
termes. La membrure i, de masse m;, est la iéme barre du mécanisme, sa longueur
l; est définie comme la norme du vecteur l; reliant le point P; (premier pivot de la
membrure ) au deuxiéme pivot de la membrure. La variable r; représente la norme du
vecteur r; reliant le point P; au centre de masse de la membrure i. L’angle 1); représente
I’angle entre le vecteur 1; et le vecteur r; défini du premier vers le second, cet angle sera
défini positif dans le sens anti-horaire. La variable 6; représente ’angle entre une droite
paralléle a 'axe X passant par P; et le vecteur 1;, défini du premier vers le second,
cet angle sera donc positif dans le sens anti-horaire. La valeur k; représente le rayon
de giration de la membrure i, ce rayon est calculé a partir du centre de masse de la
membrure 7. Finalement, d est la longueur de la base du mécanisme, cette distance est

calculée entre les deux pivots reliant le mécanisme a sa base. (Fig. 3.1).

Iy 03 — 01
I3

0-
0 s

d X

FiG. 3.2 — Géométrie d'un mécanisme a quatre barres.

De plus, [; sera défini positif car une valeur égale & zéro transformera le mécanisme en
un treillis statiquement stable. Dans le méme ordre d’idées, les valeurs r; seront définies,

semi-positives, cette définition permettra de restreindre le nombre de solution car le
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vecteur r = 7[cos 3, sin 3|7 défini par le couple —r, 3 a toujours un équivalent défini par
r, 3+ m. Si on garde les deux possibilités, on n’ajoute pas de nouvelles solutions mais

on exprime la solution seulement d’une facon différente.

Pour adapter I’équation précédente (Eq. 3.1) aux mécanismes a quatre barres com-

pensés statiquement on suivra la dérivation faite par Berkof et Lowen [1971b].

Pour simplifier I’équation du moment cinétique, on utilise des équations analytiques
décrivant la géométrie d’'un mécanisme a quatre barres en se basant sur la figure 3.2.
(Eq. 3.8, 3.9, 3.13 et 3.14).

T = sin (‘91 — 92) = ,usin (‘91 - ‘93) + vsin 91 (38)
Ty = cos(0y —0y) + X = pcos(0y —05) + vcosby (3.9)
ou
l
A=2 (3.10)
Iy
= s (3.11)
ly
. (3.12)

Les équations suivantes (Eq. 3.13 et 3.14) seront plus précisément appelées, équa-

tions de contraintes d’'un mécanisme & quatre barres.

lycos By + lycosfy = d + I3 cos O (3.13)
lysin 6y + lysin By = l3sin 5 (3.14)

Si les équations précédentes ainsi que leur dérivée sont substituées dans I’équation

du moment cinétique (3.1), on se retrouve avec :

H, = [m1 (l{:f + 7‘%) — maly A\l cos 9;} 01 + M [l{:% — 19 (lycosthy — 7"2)} Oy +
ms [k§ — 13 (l3cosfs — 7’3)} O3+ V +W (3.15)
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ou
r . 1\ . cos s ;
V= m2l17’27'291 + mgll’l“g Ty — A + - 92 + mars (lg + d cos 93) 93 COS ’QDQ
I A COS 9
(3.16)
= m2l17’27'1 <91 + 92) — mg’l“gd sin 93 S?Il w3 93:| sin wg (317)
L sin
avec
ly — 79 COS 1y = T4 COS Pty (3.18)

La variable 7} représente la norme du vecteur ry’, qui relie le centre de masse de la
membrure 2 au point P’. La variable qui représente 1’angle entre une droite paralléle
a 'axe X passant par P, et ce vecteur se nommera 15, cet angle est défini positif dans

le sens anti-horaire (Fig. 3.1).

3.2.1 Conditions générale de compensation dynamique

Comme mentionné a la fin de la section 3.2, le but est d’écrire I’équation du moment
cinétique en fonction de seulement une variable articulaire. Si on choisit la variable 6;
comme la variable articulaire indépendante. On pourrait, comme il sera démontré dans

les sections suivantes, écrire le moment cinétique sous la forme suivante :

Hy = [%] 0, (3.19)

Puisque, pour avoir une compensation dynamique, le moment cinétique doit étre
constant, on utilisera I’équation (3.20), c’est-a-dire 1’équation du moment cinétique
dérivée par rapport au temps, pour faire quelques observations, puisque cette équation
doit étre nulle lorsqu’un mécanisme & quatre barres est compensé dynamiquement. On

a .
0 + {ﬁ} 6, =0 (3.20)

i [den — Jnda Z

= 7

Pour que cette équation soit satisfaite et que le mécanisme soit compensé pour
toutes valeurs de 61, 0, et 6, (qui sont indépendantes), chaque coefficient doit étre égal

a zéro.
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Si l'attention est portée sur le coefficient de ;. On se retrouve avec :

In

T =0 (3.21)
Ceci implique que le dénominateur tend vers 'infini ou que le numérateur est égal a
zéro. Pour ce qui est du dénominateur, il ne peut tendre vers l'infini, puisque tous les
termes qui le composent, sont bornés, puisqu’ils proviennent des paramétres physiques
du mécanisme (i.e. les m;, ;, r;, etc) qui sont bornés, et des fonctions trigonométriques
simples, soit, les cosinus et sinus qui varient entre -1 et 1. Une analyse plus détaillée

des termes du dénominateur sera donnée aux sections suivantes.

I1 est donc clair que le numérateur de I'équation (3.21) doit étre égal a zéro. Si le
numérateur de I’équation (3.21) est égal a zéro, I’équation (3.19) sera par définition égale
a zéro. Ce qui vérifie la condition qui demande que cette équation soit constante. La
condition que le numérateur de I’équation (3.21) soit égal & zéro est donc une condition

nécessaire et suffisante pour que ’équation (3.19) soit constante.

Le chapitre suivant servira donc & établir les conditions qui permettent d’avoir
J, égal a zéro. Mais pour cela, il faudra écrire I’équation (3.15) en fonction d’une
variable articulaire seulement. Pour ce faire, on utilisera des équations de compensation
statique ainsi que les équations de fermeture du mécanisme qui simplifieront 1’équation

du moment cinétique.

La premiére approche sera effectuée pour un mécanisme général et tous les cas
spéciaux seront vérifiés indépendamment pour s’assurer qu’aucune contrainte supplé-

mentaire n’est introduite.
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Chapitre 4

Mécanisme a quatre barres général

Dans ce chapitre, on recherche les équations de CCD pour un mécanisme géné-
ral. En d’autre termes, on recherche les conditions mathématiques qui doivent étre
satisfaites pour qu'un mécanisme a quatre barres soit dynamiquement équilibré sans
ajout de composantes mécaniques additionnelles Ces conditions s’écriront en fonction
des parameétres dimensionnels et inertiels des membrures du mécanisme. Pour avoir un
mécanisme le plus général possible aucune équation de contrainte entre les différentes

variables qui servent a le représenter ne devrait étre imposée a priori.

4.1 Simplification du moment cinétique

On utilise tout d’abord le fait que le mécanisme doit étre équilibré statiquement

(aucune force de réaction). Cette prémisse permet d’utiliser les équations de Berkof et
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Lowen [1969] méme si on sait que ces équations sont suffisantes mais non nécessaires
pour un équilibrage statique [Gosselin, 1997|. Pour que les équations de Berkof et Lowen
[1969] deviennent non nécessaires, une relation de contrainte doit étre établie entre les
parameétres physiques du mécanisme a quatre barres. Cette démarche sera étudiée dans

le chapitre portant sur les cas particuliers (Chap. 5).

Il est & remarquer que les cas particuliers ne sont pas évacués de 'analyse car ils

seront abordés dans les sections 5.4.1, 5.5.1 et 5.6

Les équations de Berkof et Lowen [1969] (Eqs. 4.1—4.4) qui représentent les condi-
tions mathématiques pour avoir un mécanisme compensé statiquement, serviront a la
simplification du moment cinétique. Leur substitution permet I’annulation d’une grande
partie des composantes du moment cinétique et rend 1’équation plus facile & manipuler.

Les quatre conditions d’équilibrage statique de Berkof et Lowen s’écrivent :

/ll

miry = Mary— (41)
Iy

msrs = m2T2§—3 (42)
2

Y1 = Y (4.3)

Y=t +m (4.4)

ou, données sous une forme équivalente par Jean et Gosselin [1996] :

moTo ll sin 'l/)g

mqry Sin Y, — L =0 (4.5)
mary cos Yy + moly — %;OS% =0 (4.6)
mgrs sin 3 + %jmwz =0 (4.7)
Mars cos g + marals COS ¥ =0 (4.8)

s

Lorsque ces conditions sur les parameétres sont satisfaites, le mécanisme est stati-
quement équilibré, c¢’est-a-dire que la position de son centre de masse demeure fixe et
la somme des forces de réaction sur la base est égale a zéro pour toute trajectoire du

mécanisme.
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4.1.1 Simplification de la variable V du moment cinétique

Si on porte notre attention sur I’équation (3.16) et que I'on y substitue les équations

(4.2) et (4.4). On se retrouve avec :

V' = miylary cos iy [Aﬁél + ()\7'2 -\ 4+ 1) [— (i + v cosbs) 93] (4.9)

On peut, de plus, utiliser les dérivées des équations de contraintes d’un mécanisme
a quatre barres (Eq. 3.13 et 3.14) pour éliminer les variables 05 et 5 et transformer
I’équation (4.9) en une équation qui dépend seulement de la vitesse de rotation 0, ainsi

que des angles 0; i = 1,2, 3.

On peut trouver 6, en fonction de 6;. Pour ce faire, on multiplie la dérivée de
I'équation (3.13) par cosf3 et 'équation (3.14) par sin 65 pour, par la suite, soustraire

ces deux équations ce qui donne :

[1 [sin 0 cos B3 — sin 0, sin O3] 0, + I, [sin 65 cos 63 — cos O sin 6] 0y =0 (4.10)

On substitue dans l'équation (4.10) les valeurs de cosfy et sinfy provenant des
équations de contraintes (Eq. 3.13 et 3.14) pour obtenir la valeur de 05 en fonction des

angles 0, et 03 et de la vitesse angulaire de #,, ce qui donne :

ég = i sin (‘91 — 93) él (411)
T3
avec
T3 = Asin (6; — 03) + vsinfs (4.12)

On peut faire un cheminement similaire pour trouver #; en fonction des angles 6,

et 05 et de la vitesse angulaire de 91, ce qui donne :

K3
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ou 7y, T2, A et u sont définis aux équations (3.8, 3.9, 3.10 et 3.11).

En substituant les équations (4.11) et (4.13) dans 'équation (4.9). On se retrouve

avec

2
_ 1 .
V' = mylara A cosby |10 + AT Xt sin (61 + 03) — I (u—wvcosts)| 0,  (4.14)
T3 73

Si on utilise en plus I’équation de Freudenstein [1955], provenant des équations de

contraintes des mécanismes a quatre barres, c’est-a-dire :
N 42 4+ v7 — 1= 2p)cos (0 — 03) + 2v (A cos By — picosf3) (4.15)

On se retrouve alors avec :

V=0 (4.16)

4.1.2 Simplification de la variable W du moment cinétique
L’équation (3.17) peut aussi étre simplifiée a 'aide des équations de contraintes

données par ’équilibrage statique (Eq. 4.2 et 4.4). Ce qui donne :

W = mQZQTQ sin wg )\7'19'1 + )\7'19'2 + j%2% sin 9393] (417)

Si on utilise les équations (4.11) et (4.13), I’équation (4.17) s’écrit simplement :

W = 2m2l2r2)\7'1 sin wgél (418)

4.1.3 Equation simplifiée du moment cinétique

Donc, si un mécanisme a quatre barres est équilibré statiquement, 1’équation de son

moment cinétique se présente comme suit :

H(] =M1 [k% + T% — 7"1[1 COS wl] él + Mo []{IS + T; — TQZQ COS w2:| 92"‘
ms [k;f + T§ - T3l3 COS wg} ég + 2m2l1r2 sin lpg sin (‘91 — 92) 91 (419)
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Si on regroupe les termes constants on peut réécrire I’équation sous une forme plus

compacte :
Hy = i 1,6; + I sin (6 — 65) 6, (4.20)
avec -
I, = (k‘f + 7’2-2 — 14l; cos @b,-) m; (4.21)
I, = 2mslyry sin i)y (4.22)

Il est & remarquer que la variable I; n’est pas le moment d’inertie de la membrure @
méme si les unités sont semblables. Cette variable ne sert qu’a regrouper un ensemble
de constantes provenant de chacune des membrures et qui sont multipliées par le méme

facteur.

4.2 Expression du moment cinétique en fonction de

la variable d’entrée

4.2.1 Elimination des variables intermédiaires

Maintenant que l'on connait I'expression du moment cinétique (Eq. 4.20), il ne
reste plus qu’a trouver une équation en fonction de la variable d’entrée seulement et de

vérifier que le moment cinétique est constant.

A T'aide des équations de contraintes (3.13) et (3.14), il est possible d’éliminer plu-
sieurs variables. Une des premiéres étapes pour obtenir I’équation en #; consiste a se
départir des dérivées par rapport au temps de 65 et 63, ce qui peut étre fait en dérivant
les équations (3.13) et (3.14). On trouve :

o 10351 — 153 4
- [052051;, az
o | CaS1 — OS5,
65 = [ Cs SJ 6, (4.24)
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avec
C; = \cosb;, i=1,2,3 (4.25)
S; =MN\;sinf;, i=1,2,3 (4.26)

ou
A= % i=1,2,3 (4.27)

De plus, a l'aide des équations de contraintes (3.13) et (3.14), il est possible d’ex-

primer C5 et S; en fonction de 6; et 6. On a :

Cy=Ci+Cy—1 (4.28)
Sy =S + Sy (4.29)

En utilisant I'identité trigonométrique C?+S2 = A; et les équations (4.28) et (4.29),
on trouve la relation qui permet d’exprimer Sy en fonction de C5 et 6;. Cette équation

se présente comme suit :

o —[A1—01+<Cl—1)02]

Sy = 4.30
: = (4:30)
avec
1+A +A—A
Ay = = 1*2 R (4.31)
A=), i=1,2,3 (4.32)

Puisque maintenant on connait la valeur de Sy, on peut obtenir la valeur de Cy a
l'aide de 'identité trigonométrique C? 4+ S? = A; et de I'équation (4.30). Ce qui donne :
A+

Vi = e\/A2 — 44,4, (4:31)
Ay= =201+ A, +1 (4.35)
A =2[-C{+ (1+ A1) Cr — A (4.36)
(4.37)
(4.38)

avec

AQ = (]_ + Ag) 012 - 2A101 + A% - A1A2
€e==+1
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La variable € permet de choisir le mode d’assemblage du mécanisme. Deux modes
d’assemblage sont possibles pour un mécanisme a quatre barres (Fig. 4.1). Clest-a-
dire le mode convexe (e = 1) ou 0° < © < 180° et le mode concave (¢ = —1) on
180° < © < 360°. Ces configurations du mécanisme sont appelées modes d’assemblage

puisqu’il peut arriver que la seule fagon de passer d’'un mode a l'autre, soit par le

AN

démantélement du mécanisme.

e
(a) mode conveze : e =1 (Eq. 4.34). (b) mode concave : e = —1 (Eq. 4.34).

F1G. 4.1 — Modes d’assemblage d’'un mécanisme a quatre barre.

4.2.2 Obtention de ’expression en fonction de la variable

d’entrée

Pour obtenir une expression simple du moment cinétique en fonction de la variable

d’entrée, certaines opérations seront nécessaires.

La premiére série d’opérations consiste a substituer dans 1’équation (4.20) les valeurs
de 0, 05 C5, S5 Sy et Cy définies aux équations (4.23, 4.24, 4.28, 4.29, 4.30 et 4.33).
Aprés chaque opération, on effectuera la substitution S? = A; — C? pour tous les 6;

restants.

Aprés ces opérations, on se retrouve avec I'équation (3.19) sous sa forme générale
dans laquelle J,, est de degré cinq en C; et Jg; = A1(1 — 2C7 + A1) ALY 55.



On peut encore simplifier ces équations, si on multiplie le numérateur et le dénomina-
teur par S et que I'on applique la substitution trigonométrique suivante S = A; — C%.
On s’apercoit que I'on peut sortir du numérateur le facteur (C7 — A;) et du dénomina-

teur S%. Ces deux facteurs se divisent pour donner -1, ce qui donne finalement :

3 1

1
To =33 jeaCiSiYy (4.39)

5=0 t=0 u=0
Jo=— Ada(l — 201 + AV (4.40)
avec
70,00 =270 ((1 = Ay 4+ A1)y — Ay T) (4.41)
Joo1 = — (MAe(A (L + I3) + (14 Ay) 1)) (4.42)
Jo.0 =2L,A1 (A2 — (14 Ap)Ay) (4.43)
Joga =— A1, (4.44)
J1.00 =2X Ao (I3 — 1) (4.45)
Jroa =AAe(2f; + I + 1) (4.46)
Ji10 = — 2L, (AT + 2A1A; — Ag(1 + 3A4)) (4.47)
Jipn =Ia (4.48)
72,00 =2 A2 (A1l — (1 — Ay + M) 1) (4.49)
J2,1,0 =214(2A1 + Ay — 2A) (4.50)
J3.0,0 =2M1A2(l — I3) (4.51)
Jan0 =—21, (4.52)

Par soucis de concision et d’économie d’espace les coefficients js;, égaux a zéro ne
sont pas présentés. Ces coeflicients n’ont aucun intéret puisqu’ils apparaissent seulement

par la fagon génerale d’écrire 1’équation.

4.3 Dérivation des équations de contraintes

Pour obtenir une compensation dynamique du mécanisme a quatre barres, il ne
reste plus qu’a imposer que J,, soit égal & zéro et a vérifier que J; ne peut tendre vers

I'infini.
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Dans un premier temps on prendra les fonctions combinant cos’#;sin’ 6,; i =
0,1,....,5; 5 = 0,1 et Y} comme indépendantes entre elles pour des ¢+ = 0,1...,5
et j = 0,1 différents. Cette condition se justifie trés bien dans le cas général si 'on
considére que les fonctions trigonométriques comprises dans Y; sont situées sous une
racine carrée. Pour les faire sortir de la racine et ainsi les simplifier avec les autres sinus
et cosinus, il faudrait avoir des valeurs particuliéres pour les longueurs [;,7 = 1,2,3 et
d. Puisqu’on est dans le cas général et qu’on ne veut pas introduire de contraintes entre
les différentes variables a ce point-ci du processus, on les considére indépendantes pour

Iinstant. Les implications de la simplification de Y7 seront étudiées dans la section 5.2.

4.3.1 Familles de solutions

Suite a ces considérations, chaque coefficient j, ¢, de I’équation (4.39) doit étre égal

a zéro pour respecter la condition de I’équation (3.21).

Lorsqu’on regarde les équations (4.41) a (4.52), il peut sembler difficile de trouver
les solutions qui mettent toutes ces équations & zéro. Une méthode simple et efficace
est de trouver la solution d’une équation pour laquelle aucune ambiguité n’est possible
et ou il existe seulement une solution, pour ensuite simplifier les équations restantes a

l’aide de cette solution.

I ne faut pas oublier que les variables (\; et A;, i = 1,2,3) (Eq. 4.27 et 4.32) sont

définies positives suite aux considérations expliquées a la section 3.2.

On remarque, a l'observation des équations (4.41) a (4.52), qu’il y a deux ensembles
de solutions qui donnent tous les coefficients égaux a zéro. Ces ensembles de solutions
seront appelés familles de solution puisque chaque ensemble regroupe une série d’équa-

tions qui définissent un comportement ou des caractéristiques particuliéres.

Pour appliquer le principe et trouver la premiére famille de solution, on part avec
I’équation (4.48) ou I'équation (4.52), puisqu’une solution seulement est possible soit
I, = 0. Par la suite, on peut regarder I’équation (4.45) ou I’équation (4.51), ces équations
impliquent toutes deux que I3 = I, si on veut les avoir égales a zéro, sachant que les \;

sont définis positifs. Lorsque 1’on substitue ces deux solutions dans les autres équations,
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une solution non triviale a I’équation (4.46) serait Iy = —I;. Avec cette derniére solution
I'équation (4.42) se simplifie pour donner jo 1 = A; A2y [A; — 1] = 0. On remarque qu’il

existe plus d’une solution a cette équation :

I, =0 (4.53)
AL =1 (4.54)

Pour la premiére famille de solution, on choisira I; = 0. Lorsque ces quatre solutions
sont substituées dans toutes les équations restantes, on s’apercoit que les équations se
simplifient pour donner zéro. Cela confirme que les équations (4.41-4.52) ne constituent

pas un ensemble d’équations indépendantes.

Les solutions de la premiére famille de solutions peuvent étre présentées comme
I, =1, = I, = I3 = 0. Mais pour permettre de faire un paralléle entre les différentes

familles de solutions, on présentera les équations sous la forme trouvée c’est a dire :

L= 0 (4.55)
L= I, (4.56)
L= —I (4.57)
L= 0 (4.58)

La deuxiéme famille de solutions sera composée elle aussi, des solutions présentées
aux équations (4.55, 4.56 4.57 et 4.54). Par contre, ces solutions ne permettent pas
de mettre toutes les équations a zéro. On doit donc poursuivre le processus de sim-
plification. En regardant équation (4.41) qui est devenue jogo = 2A3No1; [Ay — As),
on s’apercoit qu’il y a deux solutions possibles soit I; = 0 et A3 = 3. On a discuté
précédemment di fait que la solution I; = 0 permettait de mettre toutes les équations
a zéro sans que l’on soit obligé d’avoir A; = 1. Si on choisit cette solution, on aura donc

une solution redondante et c¢’est pourquoi on choisit A3 = As.

La deuxiéme famille de solutions sera donc formée des équations :
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L= 0 (4.59)
L= I (4.60)
L= -1 (4.61)
A= 1 (4.62)
3= A (4.63)

4.4 Analyse des familles de solutions

L’analyse des familles de solutions consistera en une vérification de la validité de

certaines équations ainsi que de la cohérence de I’ensemble des équations.

On vérifiera que les équations d’une famille de solutions peuvent coexister avec
les équations de compensation statique puisqu’on sait que par défaut un mécanisme
équilibré dynamiquement doit aussi étre équilibré statiquement, les équations de com-

pensation statique devront donc étre satisfaites.

Pour ce faire, on utilisera quatre équations indépendantes dans ’ensemble d’équa-
tions (4.1) a (4.8). Il peut sembler inutile de réutiliser les équations de compensation
statique puisque pour simplifier V et W (Eq. 3.16) et 3.17), on les a déja utilisées. Mais
cette facon de faire est pleinement justifiée puisqu’a la section 3.2, on voit clairement
que V et W ne sont qu'une partie de Hy. Il reste donc des termes et des valeurs qui

peuvent ne pas satisfaire les équations de contraintes.

4.4.1 Analyse de la premiére famille de solutions

Il est possible d’éliminer facilement la premiére famille de solutions en regardant
les équations (4.21) et (4.22) qui doivent étre égales a zéro. En effet, on ne doit pas
produire un mécanisme a quatre barres qui dégénére en un autre mécanisme ou qui

se transforme en une structure. Il faut donc que les distances [;, i =1,2,3 et d, les

35



rayons de giration k; ainsi que les masses m;, i = 1,2, 3 soient différents de zéro. C’est

pourquoi on dira que les [;, k;, m;, i = 1...3 et d sont des quantités définies positives.

Si on regarde la premiére famille de solutions, on s’apercgoit que pour satisfaire I, = 0

(Eq. 4.22), il existe trois possibilités.

Yy =2nm (4.65)
vy =(2n+1)w (4.66)

avec n € Z.

On peut vérifier la validité de la solution donnée a I’équation (4.64), en la substituant

dans I’équation I = 0 (Eq. 4.21). Cette solution donne :
I = kimy =0 (4.67)
lorsqu’on utilise la solution donnée a I’équation (4.66), I’équation I = 0 donne :
I = my(k3 473 + lyrg) =0 (4.68)

En considérant que les valeurs mo, ko et [y sont définies positives et que ry et défini

semi-positif. On constate que cette solution est impossible.

Pour la troisiéme solution il faut regarder les équations (4.21) et (4.8) sachant main-

tenant que I3 = 0. Lorsqu’on y substitue la valeur de I’équation (4.66), ces équations

deviennent :
I3 = my(k; + 13 — I3rzcosths) =0 (4.69)
l
mMsrs coS Y3 + m2lr2 = (4.70)
2

L’impossibilité apparait clairement puisqu’il est impossible de satisfaire ces deux équa-
tions simultanément. En effet, pour la premiére équation coss doit étre positif alors

que dans la deuxiéme, il doit étre négatif.

Puisqu’il est impossible de satisfaire I’équation (4.55), la premiére famille de solu-

tions est donc impossible.

C’est pourquoi, on travaillera seulement avec la deuxiéme famille de solutions.
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4.4.1.1 Comportement & vérifier

Puisqu’on désire que lexpression donnée a ’équation (3.19) soit constante pour
toutes valeurs de 61, 6 et 6;, il faut vérifier le comportement de cette expression pour
certaines valeurs critiques. C’est-a-dire lorsque 'expression devient indéterminée pour
certaines valeurs de ;. Puisque le numérateur .J,, est mis a zéro pour permettre a I’équa-
tion (3.19) d’étre constante, les indéterminations apparaissent lorsque le dénominateur
(Eq. 4.40) tend vers zéro.

On observe qu’il y a plusieurs possibilités qui donnent au dénominateur une valeur
nulle mais avant de faire la vérification de tous les points, il faut se demander si ces
points qui causent probléme existent vraiment. Pour ce faire, on retourne aux équa-
tions (4.39) et (4.40) et l'on regarde s’ils ne se simplifient pas lorsqu’on substitue les
contraintes de la deuxiéme famille de solutions. Si on substitue les contraintes données
aux équations (4.62), (4.63), (4.59) et (4.60), dans J,, et J;. On se retrouve avec :

Jn =221 + L) (1 = C1)Y; (4.71)
Ty =229(1 — C)Y4 (4.72)

On remarque alors que le dénominateur se simplifie complétement avec le numérateur.
Cela implique qu’il n’y a aucun point qui peut causer probléme car le dénominateur J,

apres la simplification sera égal a 1.

4.4.2 Analyse de la deuxiéme famille de solution

Puisque les conditions a satisfaire pour ’équilibrage statique données par Jean et
Gosselin [1996] (Egs. 4.5 — 4.8) sont équivalentes aux équations données par Berkof
et Lowen [1969] (Eqgs. 4.1 — 4.4), il est possible d’utiliser une combinaison d’équations
indépendantes qui semble la plus appropriée pour les calculs que 'on effectuera. On
utilisera donc les équations (4.2) et (4.4) de Berkof et Lowen [1969] sans inclure les
deux autres équations car l'on devrait introduire deux nouvelles variables, pour les

remplacer, on utilisera les équations (4.5) et (4.6) de Jean et Gosselin [1996].
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Les équations de compensation statique (4.2) et (4.4) peuvent étre manipulées pour

donner les deux premiéres valeurs :

mg’f’glg
= 4.
T3 m3l2 ( 73)
Y3 =T+ s (4.74)

On remarque que les conditions (4.62) et (4.63) (A; = 1 et A3 = \y) sont trés simples.
C’est pourquoi on les utilise dés maintenant pour donner les prochaines valeurs. En

utilisant 1’équation (4.27) on obtient directement :

d=1 (4.75)
Iy = Iy (4.76)

On peut penser que certaines valeurs ont été oubliées car I'équation A; = 1 se
simplifie comme suit /2 — (2 = 0. Ainsi, il est possible d’avoir deux valeurs pour I3,
une positive et 'autre négative. Cependant, on utilisera seulement la valeur positive
car les valeurs de longueurs r;, [; servent a positionner des points en leur adjoignant les
angles v;,0; (Fig. 3.1). Ainsi le couple de coordonnées (r;, ;) et équivalent au couple
(=r;,¥; + ), de méme pour le couple (;, 6;) qui est équivalent au couple (—I;,6; + 7).
Puisqu’il est plus facile d’imaginer une longueur positive, on va seulement prendre la
valeur positive. Si une valeur négative est bien une nouvelle solution, on devrait voir

apparaitre deux valeurs pour l’angle v; (avec une différence de ).

Avec I'équation (4.61), on trouve la valeur de ks, ce qui donne :

by — \/m27"2(l2 cosy — 1) — Iy (4.77)

ma

Lorsque la valeur de ks est remplacée dans 1’équation (4.60), on trouve comme valeur

e \/mgrg(lg costps —r3) — I (4.78)

pour k3 :

ms
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L’équation (4.59) peut étre satisfaite par trois solutions différentes soit :

ro =0 (4.79)
Yo =207 (4.80)
Yp=02n+1)m (4.81)

avec n € Z

Les solutions données aux équations (4.79) et (4.81) sont impossibles car chacune
d’elles va donner une incompatibilité entre les équations (4.6) et (4.77). Pour que 1'équa-
tion (4.6) soit égale a zéro on doit avoir cosy plus petit que zéro alors que pour
I'équation (4.77) la valeur de cosvy devrait étre plus grande que zéro. Puisque c’est
deux conditions sont exclusives, les solutions données aux équations (4.79) et (4.81)

sont impossibles.

Si on travaille avec 1’équation (4.5), on s’apergoit qu’elle est satisfaite par les trois

solutions décrites ci-dessous :

Y1 = 2nm (4.83)
Y =C2n+1)7 (4.84)

avec n € Z.

Encore une fois, on doit vérifier si toutes les solutions sont possibles. Si chaque
valeur, donnée aux équations (4.82) et (4.84), est substituée dans '’équation (4.78), on
se retrouve avec un radical négatif ce qui est impossible. On ne gardera donc que la

solution donnée a ’équation (4.83).

Pour finir, I'équation (4.6) est satisfaite si :

l2 (llmg + mlrl)
llmg

(4.85)

To =

On constate donc que pour la deuxiéme famille de solutions, on doit respecter les
contraintes de compensation dynamique (CCD) suivantes : (4.73, 4.74, 4.75, 4.76, 4.77,
4.78, 4.80, 4.83 et 4.85).
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TAB. 4.1 — Contraintes de Compensation Dynamique du cas général (noté M4B-G)

(avec n € Z).
__ maral
o=
3 =7+ 1o
d= ll
ly = Iy
ko — mara(l2 cospa—r2)—1I;
2 — ™o
_ [marg(lzcospz—r3)—I1
by = ey
Py = 2nm
Yy = 2nmw
ro — lamatmiry)
2= limo

Cet ensemble de solutions que 'on nommera Contraintes de Compensation Dyna-
mique du cas général (noté M4B-G) (Tab. 4.1), contient deux modes d’assemblage
(concave et convexe) pour le mécanisme a quatre barres puisque I’équation (4.34) peut
étre utilisée avec le signe négatif ou positif. Ceci est illustré schématiquement a la fi-
gure 4.2, ou un mécanisme équilibré dynamiquement est représenté. Il est a noter que

le mécanisme est équilibré pour les deux modes d’assemblage.

4.4.2.1 Domaine des solutions pour le cas général

Les conditions incluses dans ’ensemble de solutions général Contraintes de Compen-
sation Dynamique du cas général (noté M/B-G) donné au tableau 4.1 doivent permettre
la formation d’un mécanisme physiquement valide. Cela implique que les valeurs des

variables d, I3, r9, 13, ko et k3 doivent étre réelles et positives.

Puisque les valeurs de d et I3 sont directement dépendantes des valeurs a [y et
l1, il est logique de penser que ces valeurs seront toujours valides. Les valeurs ry et

r3 calculées respectivement a 'aide des équations (4.85) et (4.73) ne pourront qu’étre
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(a) mode concave : utilisant ¢ = —1 pour (b) mode conveze : utilisant € = 1 pour Y;

V) a VEq. (4.34). aEq. (4.34).

F1G. 4.2 — Mécanisme a quatre barres définis par les contraintes M/B-G (Tab. 4.1). La
dimension de @ est proportionelle & la masse de la membrure et ’épaisseur du vecteur

r; est proportionnel a la valeur de k;.

valides puisque dans ces équations, on retrouve seulement des additions, multiplications

et divisions ce qui ne peut que donner des termes réels et positifs.

L’inquiétude provient des variables ko et ks (Eqgs. 4.77, 4.78). Dans ces derniéres
3 )
expressions, on retrouve des racines carrées, les termes sous le radical doivent donc

donner une valeur plus grande que zéro.

Dt au fait que le domaine des solutions est dans R” (sept variables sont & considé-
rer), il n’est pas évident a premiére vue de trouver des valeurs pour les inconnues qui
satisferont les conditions associées & ks et k3. Cela laisse la possibilité que les contrain-
tes de compensation dynamique général ( M/B-G) ne soient valides que pour certaines

valeurs des variables libres.

Afin d’illustrer ce concept, une application numérique est maintenant réalisée. Pour
montrer la région de validité des CCD du mécanisme général, les valeurs de [y et Iy
pour lesquelles k3 = 0 et k3 = 0 seront tracées. Les valeurs de [; et [ varient entre
—10 et 10 alors que les autres variables sont fixées et ont comme valeurs : m; = 0.3,
mo = 0.05, mg = 0.75, k; = 0.15 et r; = 0.3. Ceci permet de visualiser les zones de
faisabilité (domaine de solutions) dans un espace bidimensionel (Iy, l5). Les paramétres
restants sont calculés a ’aide des CCD du mécanisme général ( M4B-G) (i.e Tab. 4.1).

Les résultats sont présentés a la figure 4.3.
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Fic. 4.3 — Exemple de domaine des solutions pour ’ensemble de solution du mécanisme
général (M4B-G), avec certaines variables fixées (my = 0.3, mg = 0.05, mg = 0.75,
k1 =0.15 et 7 = 0.3).

On peut observer que les points dans la région 1 (par exemple P;) donneront des
mécanismes a quatre barres valides. Quant aux points dans la région 2 (par exemple
P,), ils donneront des valeurs imaginaires pour k3 alors que ceux dans la région 3 (par

exemple P3) donneront des valeurs imaginaires pour ko et ks.

On remarque donc que les points a l'intérieur d’une courbe donneront des valeurs

valides pour le k; correspondant. Ainsi les points (par exemple Py), qui sont a U'intérieur
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de la courbe définie par k2 = 0 donneront des valeurs positives pour ks et des valeurs

imaginaires pour ks et vice versa pour le point Ps.

Comme on pouvait s’y attendre les régions valides sont l'intersection des régions
intérieures aux deux courbes. Ces régions sont hachurées sur la figure 4.3. On observe
donc qu’il existe une infinité de mécanismes équilibrés dynamiquement qui satisfont les
CCD générales. Cependant, on observe aussi que le domaine de solution est limité dans

I'espace des paramétres de design.

4.5 Veérification

Dans les sections précédentes, la génération d’équations de contraintes pour la com-

pensation de mécanismes a quatre barres a été effectuée.

Lors de la démonstration permettant l'obtention des équations de contraintes de
compensation dynamique, il est possible que certaines questions soient soulevées quant

a la validité des équations.

Cela peut étre dia au fait : que l'obtention des équations de contraintes de com-
pensation dynamique comprend plusieurs étapes, que chaque étape s’appuyant sur la
précédente étape, que des simplifications basées sur des déductions physiques et ma-

thématiques, ont eues lieu.

C’est pourquoi cette section sera consacrée a la vérification des équations de con-

traintes.

Deux approches différentes seront utilisées. Une méthode analytique exploitera les
équations de Lagrange pour faire la démonstration que la somme des moments ainsi

que celle des forces sur la base sont égales a zéro (Sec. 4.5.2.1).

La deuxiéme approche utilisera les équations de Newton-Euler pour faire la dé-
monstration (Sec. 4.5.2.2). Une approche numérique sera utilisée. Par conséquent, les
paramétres physiques d’un mécanisme a quatre barres seront définis, ce qui permettra

de finalement voir a quoi ressemble un mécanisme dynamiquement compensé.
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4.5.1 Vérification de la compensation statique

Dans les sections précédentes et plus particulierement les sections 4.1.1, 4.1.2, 4.4
et 4.4.2, on a utilisé le fait qu'un mécanisme & quatre barres peut étre compensé sta-
tiquement pour développer les équations de compensation dynamique. Pour ce faire,
on a utilisé des équations de contraintes de compensation statique. Cette affirmation a

permis le développement des équations de contrainte pour la compensation dynamique.

Lorsqu’on utilisait les équations de contraintes de compensation statique, souvent
ce n’était qu'un sous-ensemble des équations de contraintes. De plus, il pouvait étre

appliqué sur une partie seulement d’une équation.

Il serait important de vérifier qu'un mécanisme dynamiquement équilibré est aussi
statiquement équilibré. C’est pourquoi on se réserve cette section, pour démontrer que
les conditions obtenues pour la compensation dynamique donnent par défaut un méca-

nisme statiquement équilibré.

On a établi que le centre de masse d’'un mécanisme compensé statiquement, devrait
étre fixe. Ceci implique que la quantité de mouvement du mécanisme devrait étre égale
a zéro comme le démontrent Berkof et Lowen [1969].

3 3

(mid;) = Z (mig;) =0 (4.86)

1

=1 7

Il faut donc vérifier que ces équations donnent bien zéro. Pour ce faire, on peut
y substituer les CCD générales M/B-G (Tab. 4.1) et remplacer les 0y et 5 par les
équations (4.23 et 4.24).

En simplifiant les équations aprés avoir fait les manipulations, on se retrouve bien
3 . 3 . . L. .
avec y ., (mx;) = > ., (m;y;) = 0. Ce qui permet de conclure qu'un mécanisme a

quatre barres qui respecte les CCD générales est par défaut équilibré statiquement.
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4.5.2 Vérification de la compensation dynamique

4.5.2.1 Vérification a ’aide des équations de Lagrange
La vérification a ’aide de la méthode de Lagrange sera faite d’'une fagon analytique.

Pour connaitre les forces et le moment de réaction qui sont appliquées sur la base du
mécanisme, on utilisera la notion de déplacements virtuels [Goldstein, 1981]. A l'aide
des coordonnées généralisées, qui seront les déplacements virtuels du mécanisme, on

calculera les forces généralisées du mécanisme avec I’équation suivante :

d (0T or
ot () s

ol les coordonnées généralisées g, sont associées aux déplacements virtuels de la base

du mécanisme.

Les déplacements virtuels sont représentés a la figure 4.4, ils consistent en un dé-
placement s du point P; — l'origine du repére R — et d’une rotation § de la base dans

le plan XY i.e. par rapport au repére inertiel R,.

Les équations seront développées dans le repére du mécanisme a quatre barres (R)
qui n’est pas inertiel car cela permettra l'utilisation des mémes variables lors de la

vérification selon la méthode de Newton (Sec. 4.5.2.2).

Puisque le mécanisme se déplace dans le plan on utilisera des équations en 2D
seulement, mais sous une forme vectorielle. Ainsi il sera plus facile de passer au 3D
lorsque le temps sera venu. Pour permettre 1’écriture des équations, on introduira un

nouvel opérateur X dont les propriétés sont définies a ’annexe B.

Pour faire 'analyse, on cherche ’énergie cinétique (7;) des éléments qui composent

le corps. L’énergie cinétique est donnée par :

1 1=



mo 1
2
1
Y ry . ’
2
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- 3
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F1G. 4.4 — Déplacement virtuel d’'un mécanisme & quatre barres.

Wi :92

et finalement ¢§ est la rotation du repére R par rapport au repére R.

de masse donné dans le repére du mécanisme a quatre barres par :

ch1:%+5@s+w1@r1+5@rl

(4.89)
(4.90)
(4.91)

et ot m; représente la masse de la membrure %, v.,, est la vitesse du centre de masse
de la membrure 7, exprimée dans le repére R et définie aux équations (4.92, 4.95 et
4.97) pour la membrure un, deux et trois respectivement, I; est le moment d’inertie de
la membrure par rapport a son centre de masse et k; est son rayon de giration, w; est

la vitesse angulaire du corps ¢ par rapport au repére R du mécanisme a quatre barres

Pour le membre d’entrée, ¢’est-a-dire la membrure un, on définit la vitesse du centre

(4.92)
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avec

s = [z,y]" (4.93)
r; = 75]cos (Y; + 60;) ,sin (¢; + 6;)]" (4.94)

ou s est le vecteur reliant le repére du mécanisme a quatre barres (P;) au repére Ry
donné dans le repére du mécanisme (R) et r; est le vecteur reliant le centre de masse

du membre ¢ au point P; le tout donné dans le repére R.

Pour le coupleur, c’est-a-dire le membre deux, la vitesse du centre de masse sera

définie comme suit :

d . : :
ch:d_j+5&s+w1&ll+5&11+wQ&r2—|—5@r2 (4.95)

avec
1; = l; [cos B;, sin 6’,-]T (4.96)

1; est le vecteur reliant les deux articulations d’'une méme membrure exprimé dans le
repére du mécanisme & quatre barres (R), ainsi pour le membre un, 1; reliera le point

P, au point P;.

Et finalement pour le membre de sortie, c’est-a-dire le membre trois, la vitesse du

centre de masse est décrite par ’équation suivante :

ds . . .
ch3:d—j+5®s+5®113+w3®r3+5@r3 (4.97)

avec

i3 = [d,0]" (4.98)

ou li3 est le vecteur reliant le point P3 au point P, exprimé dans le repére R.

Vérification de la compensation statique selon 'axe X et Y L’équation pour

trouver la force qui s’exerce sur la base selon ’axe des X est donnée par :

d (0T OT
L, = T (%) ~ 5 (4.99)

oul = Zle T; et T;, ©=1,2,3 est donné a I’équation (4.88).
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On se retrouve donc avec :

T =Ty+T, (4.100)
ol
A, =0 (4.103)
Ag = — [llm2 sin 91 + mir sin (¢1 + 91)] 91 — MaT9 sin (ng + 92) 92—
msrs sin (¢3 + 93) 93 (4104)

Puisque les variables 6, 8, y, 9, « et & sont des déplacements et vitesses virtuels et
que pour cette section, on s’intéresse seulement au déplacement selon x (i.e x et ), il
est possible de mettre les valeurs de ¢, 5, Yy, ¥y et & a zéro car aucune dérivation de ces
termes par le Lagrangien n’est effectuée et a la fin de la procédure, ils devraient étre

mis & zéro, donc 1,9 = 0.

Une autre étape qui permet de simplifier les équations est de garder seulement les
termes linéaires en & ou x puisqu’ils seront dérivés un a un dans le Lagrangien. Pour
les termes non linéaires en & ou z, c’est a dire #* ou ' , avec i > 1, il est possible de
les mettre & zéro avant la dérivation car si on suit le cours normal aprés leur dérivation
par le Lagrangien ils donneront ##'~! ou z'~! mais puisque ce sont des déplacements

virtuels, ils seront mis & zéro, ainsi ils n’ont aucune influence.

Substitution des contraintes de la famille de solution générale (M/4B-GQG)
Maintenant que ’on a simplifié I’équation pour ne garder que les termes importants, on
peut introduire les contraintes de compensation dynamique. On utilise donc les CCD

générales (Tab. 4.1), ce qui donne :

Tx = (llmg + mlrl) (Sgég - Slél — 5292) T (4105)

Maintenant, on peut transformer cette équation en une équation qui dépend de la
variable d’entrée seulement. On remplace donc la valeur de 0y et 65 par leur valeur

donnée aux équations (4.23 et 4.24).
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Si on regarde de nouveau la valeur de 7T, on remarque qu’elle est maintenant égale
a zéro. Cela implique que la force selon I'axe X qui sera donnée par 1'équation (4.99),
est égale & zéro. Il n’y a pas de force appliquée sur la base du mécanisme ce qui indique

que le mécanisme est équilibré statiquement selon 'axe X.

On peut faire la méme démarche pour 'axe Y et ’on obtiendra les mémes résultats.

Vérification de la compensation dynamique (Valeur du moment) L’équation

pour trouver le moment qui s’exerce sur la base selon 'axe des X est donnée par :

d (9T\ oT
Ls=— <§> -5 (4.106)

ouT =32 Tjet T, est donné a équation (4.88).

On peut simplifier les équations en mettant les valeurs x, x, y et y tout de suite a
zéro puisqu’on les mettra de toute fagon a zéro aprés avoir appliqué le Lagrangien et

de plus aucune dérivation de ces termes ne sera effectuée.

Une autre étape qui permet de simplifier les équations est de garder seulement les
termes linéaires en d, cos d et sin 0 puisqu’ils seront dérivés dans le Lagrangien, les autres
termes en § (9, §%) peuvent étre mis a zéro car leur dérivation dans le Lagrangien va

donner zéro.

On se retrouve donc avec :

Ty = B16 + By (4.107)

ou

B, =0 (4.108)
By = {]l,zz +mur} + limg [y + 79 cos (g — 0 + 92)]} 0,+

{I,2. + mara [ra + 1y cos (g — 0y + 02)]} Oa+

{Is.. + mars [r5 + d cos (s + 65)]} b5 (4.109)

Substitution des contraintes de la famille de solution générale M/B-G

Maintenant que ’on a simplifié I’équation pour ne garder que les termes importants, on
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peut introduire les contraintes de compensation dynamique. On utilise donc les CCD

générales (Tab. 4.1), ce qui donne :

T5 = { [ml(l{:f + 7’%) + Z%THQ + ll(llmQ + mlrl)(ClC2 -+ 5152)] él‘i‘
[lg’/’gﬂ’lg + ll(llTTlg + mlrl)(ClC2 -+ 5152) — Il] 92—
[lg’f’gmg + ll (l1m2 + m1r1)03 + ]1] 63 } (5 (4110)
Maintenant, on peut transformer cette équation en une équation qui dépend de la
variable d’entrée seulement. On remplace donc la valeur de 6, et 65 par leur valeur

donnée aux équations (4.23 et 4.24). On fait de méme pour les variables C3, S3, 5o et

Cy qu’on remplace par leur valeur donnée aux équations (4.28), (4.29), (4.30) et (4.33).

Si on regarde de nouveau la valeur de T}, on remarque qu’elle est maintenant égale
a zéro. Cela implique que le moment qui sera donné par I’équation (4.106), est égal a
zéro. Il n’y a pas de moment appliqué sur la base du mécanisme ce qui indique que le

mécanisme est équilibré dynamiquement en rotation.

Il est a remarquer que 'énergie cinétique du mécanisme a quatre barres n’est pas
nécessairement égale a zéro car T,, T, et T5 ne représentent qu'une petite partie de
I’énergie cinétique totale puisqu’on a utilisé seulement la partie qui pouvait donner une

force lorsqu’on lui appliquait 1’équation de Lagrange.

4.5.2.2 Veérification selon la méthode de Newton

Dans cette section, une vérification numérique de la compensation dynamique d’un
mécanisme, pour lequel on a les équations de contraintes de compensation dynamique,

sera effectuée.

Le mécanisme posséde 1 degré de liberté. Ainsi, il faut installer un actionneur sur
le mécanisme. Cet actionnement se fera par le biais d’'un moteur qui sera fixé sur la

base et entrainera le membre /; du mécanisme par le biais de I'articulation du point P,

(Fig. 4.5).

La méthode de Newton permettra de vérifier que le couple moteur appliqué sur
la base, dii au principe d’action-réaction, est compensé par le couple généré lors du

mouvement du mécanisme (Fig. 4.5). C’est-a-dire par le couple produit par les forces
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aux points d’attache du mécanisme avec sa base. Le couple moteur sera transmis au
mécanisme par 'articulation un puisque le moteur sera monté sur cette articulation. Il
n’y aura pas de couple a l'articulation reliant le membre trois et la base puisque cette

articulation est une articulation rotoide libre qui ne supporte aucun moment.

Fi1G. 4.5 — Forces et moments entre la base et le mécanisme.

Pour bien étudier les forces en question, on utilisera la méthode du diagramme des
corps libres (DCL) pour chaque membrure (Fig.4.6), ce qui permettra, entre autre, de
connaitre les forces internes entre la base et le membre d’entrée ainsi qu’entre la base
et le membre de sortie. Toutes les variables seront exprimées dans le repére de la base
(R).

Puisque le mécanisme se déplace dans le plan, on utilisera des équations en 2D

seulement, mais sous une forme vectorielle. Ainsi il sera plus facile de passer au 3D

7F12

(a) Membrure 1 (b) Membrure 2 (¢) Membrure 3

F1G. 4.6 — Diagramme des corps libres des différentes membrures.
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lorsque le temps sera venu. Pour travailler sur les vecteurs en 2D on prendra 'opérateur

X défini & 'annexe B.

Pour établir les équations de Newton on doit définir certains termes. Ainsi, la vitesse

angulaire et I'accélération angulaire de la membrure ¢ seront définies par :
db;

P = —— 4.111
dwi
P = 4.112

Les vitesses angulaires 6, et 65 sont calculées a I'aide des équations (4.23) et (4.24),
les accélérations peuvent étre déduites en dérivant les équations précédentes par rapport

au temps.

L’accélération du centre de masse du membre ¢ par rapport au point P; du repére
R; est donnée par :
Aem; = Q4 + o X r;, +w; X (w, X I'Z') (4113)

ou
a=a;,_1+a;_1 X li—l + w1 X (w,-_l X 17;_1) (4114)

Le vecteur a; représente ’accélération du point P; par rapport au point P;, le vecteur

r; se retrouve a I'équation (4.94) et 1; est défini & 'équation(4.96).

Forces et moments sur le membre d’entrée Le premier membre subit ’action

de plusieurs forces qui sont décrites par :
—Fp + Fip = M1Aem,1 (4115)

ou le vecteur Fpg; est la force exercée par la membrure d’entrée (I;) sur la base (mem-
brure d), F;; est la force interne exercée par le membre j sur le membre i et a.,; est
défini a Iéquation (4.113). L’accélération a; sera égale a [0,0]7 puisque le point P, ne

bouge pas.

Le moment M4 généré par le moteur sur le membre 1 devra produire les accéléra-

tions et vitesses qu’on demande au mécanisme et sera aussi égal a :

Mld = —11 X F12 + IlOél + Ir X (mlach) (4116)
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ou I; est le moment d’inertie par rapport au centre de masse de la membrure i, r; est
défini & 'équation (4.94).

Forces et moments sur le coupleur Le coupleur subira l'effet des forces décrites
par I’équation :
—F12 + F23 = mgacmz (4117)

Le vecteur a2 est défini a I’équation (4.113).

Sachant que les articulations reliant le coupleur aux autres membres du mécanisme
sont des articulations rotoides et qu’elles ne peuvent supporter aucun moment. L’équa-

tion du moment au point P, sera :
12 X F23 = [20[2 + 19 X (mgacm,g) (4118)
alors que pour le point P; cela donnera :

—12 & —F23 = [20(2 + (1'2 — 12) & (mgacmz) (4119)

Forces et moments sur le membre de sortie Le membre de sortie subira effet

des forces données par :
Fps + Fi = mzacm 3 (4.120)

ou Fps est la force que le membre de sortie exerce sur la base, I'accélération a3 est
défini a Iéquation (4.113). L’accélération ag sera égale a [0,0]7 puisque le point Ps ne

bouge pas.

Puisque 'articulation qui relie le coupleur au membre de sortie est une articulation

rotoide le moment dans cette articulation devrait étre égal a zéro :

13 X F32 = IgOég +r3 X (mgacm,g) (4121)

Résolution des équations de forces et de moments pour la famille de solution
générale (M4B-G) Si un prototype d’un mécanisme & quatre barres dynamique-

ment équilibré était construit, la séquence pour valider I’équilibrage serait de démarrer
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le moteur qui actionne le mécanisme et d’enregistrer le moment généré par le moteur,
la position et la vitesse des membrures. Les valeurs identifiées pourraient étre utilisées
dans les équations de Newton, puisqu’aucun prototype n’est construit, la séquence sera

donc modifiée.

La méthode utilisée consiste a prendre au hasard des valeurs (la position, la vitesse
et 'accélération de la membrure d’entrée) et trouver les forces internes ainsi que le

moment sur la base qui devraient produire ces valeurs.

Pour résoudre les équations et trouver les valeurs des forces impliquées dans ce
mécanisme, on donnera des valeurs aux variables libres de la famille de solutions M/B-G
(Tab. 4.2). Les autres variables seront calculées a partir des CCD générales . De plus,
on donnera des valeurs quelconques pour 6, 6, et 6, (Tab. 4.3). Il est a noter que les
valeurs calculées sont données numériquement dans les tableaux avec un nombre limité
de chiffres. Cependant, pour les calculs un nombre beaucoup plus grand de chiffres
sont utilisés afin d’obtenir une bonne précision sur les forces et moments de réaction

calculés.

*

TAB. 4.2 — Variables définissant un mécanisme & quatre barres, * indique les variables

calculées & Daide des solutions valides de la section 4.4.2.

Variable || Membre 1 | Membre 2 | Membre 3
l; (m) 3 1.56 1.56 *
m; (kg) 0.3 0.05 0.75

r; (m) 0.3 2.496 * 0.1664 *
k; (m) 0.15 1.54556 * | 0.166514 *
¥ (rad) 0* 0* w*

La valeur de d est donnée par ’équation (4.75).

Avec ces valeurs, le mécanisme a quatre barres est entierement défini. Le mécanisme
est illustré schématiquement a la figure 4.2. Sur cette figure, la taille des cercles dési-
gnant les centres de masse est proportionnelle a la masse de la membrure et la largeur

de la ligne du vecteur r; est proportionnelle a la valeur de k;.
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TAB. 4.3 — Valeurs de la trajectoire du mécanisme. Les valeurs marquées d'un * sont
calculées a 'aide des équations de la section 4.2.1. Les valeurs des colonnes + sont

calculées avec € = 1 a I’équation (4.34), alors que celles de la colonne — sont calculées

avec € = —1.
Positions Membre 1 Membre 2 Membre 3
+ et — + — + -
0; (rad) 3 -0.76895* | -1.32544* | 1.81615* | 2.37264*
0, (rad/s) 0.40143 | -1.01629* | 1.41771* | 1.41771* | -1.01629*
0, (rad/s?) 1.16937 | -8.00431* | 9.17369* | 9.17369* | -8.00431*

Puisqu’on a donné des valeurs a toutes les variables, il est maintenant possible de

calculer la valeur des forces et des moments. Ce qui donne les valeurs du tableau 4.4.

TAB. 4.4 — Forces et moments internes et externes calculés pour le mécanisme a quatre

barres défini aux tableaux 4.2 et 4.3. Les valeurs des colonnes + sont calculées avec

e = 1 a I’équation (4.34), alors que ceux de la colonne — sont calculées avec € = —1.
FBl (N) F12 (N) F32 (N) FBg (N) M1 (Nm)
_l_ —
2.447 2.3492 -1. -3. -2.
6 349 3979 3.2348 2.4476 19.1654
-4.0551 -4.0151 4.5766 3.4269 4.0551

Si on regarde la valeur des efforts sur la base (Fp), on constate qu’ils sont nuls
puisque la base subit les forces de Fp; et Fps. Si on additionne leurs valeurs on se
retrouve avec un vecteur nul.

Fgp=Fp + Fp;s (4.122)

Si on calcule le moment exercé sur la base au point d’attache du membre d’entrée,
le moment total provient de deux sources. La premiére est le moment dii au moteur, la

deuxiéme source provient de la force F g3 qui posséde un bras de levier.

Donc, le moment sur la base calculé au point d’attache du membre d’entrée est :

M01 = M1 — 113 X FBg (4123)
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ce qui donne bien zéro.

Si on calcule la valeur de I’énergie cinétique du mécanisme a partir de I’équation
(4.88), on trouve comme valeur 7' = T +T5+ T35 = 0.34039 J. Ce qui prouve que, méme
si le mécanisme est en mouvement & cet instant, la force et le moment exercés sur la

base sont zéro.

4.6 Conclusion

Ce chapitre a permis de développer un ensemble de conditions qui permettent de
générer toute une famille de mécanismes a quatre barres plans qui sont dynamique-
ment équilibrés. Les mécanismes ainsi obtenus sont équilibrés pour leur deux modes
d’assemblage. Peu importe la trajectoire réalisée (positions, vitesses, accélérations), ces
mécanismes généreront toujours des forces et moments de réaction nuls sur leur base.
Les résultats obtenus ont été validés grace a deux approches différentes. Finalement, il
a été observé que le domaine des solutions possibles pour de tels mécanismes demeure
limité dans ’espace des paramétres de design en raison de 'opposition de contraintes

faisant intervenir des racines carrées.



Chapitre 5

Mécanisme a quatre barres : Cas

particuliers

Au chapitre 4, ’étude des mécanismes & quatre barres s’est restreinte aux mécanis-
mes généraux. C’est-a-dire qu’aucune contrainte de compensation dynamique ne devait

étre donnée avant d’établir les coefficients de I’équation (3.20).

Cette approche est valide si on veut établir les équations générales. Mais, cette
approche peut omettre des familles de solutions, puisqu’une contrainte simple introduite
en amont de 'équation (3.20) peut amener a la simplification des équations et ainsi,

faire sortir de nouvelles familles de solutions.

Lors de I’étude du cas général, on avait relevé des pistes a suivre pour trouver des cas

particuliers. La premiére piste vient du fait que les équations de compensation statique
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utilisées (Egs. 4.1— 4.4) ou leur équivalent (Egs. 4.5— 4.8) n’étaient que suffisantes (et
non nécessaires) a 'obtention de la compensation statique. Il a été démontré |Gosselin,
1997] que certaines longueurs des membrures permettent d’obtenir une compensation
statique sans pour autant satisfaire les équations de compensation statique mentionnées

ci-haut.

La deuxiéme piste vient du fait que, pour I'équation (4.39), les variables Cy, S;
et Y] étaient considérées indépendantes. Cette hypothése est valide lorsque aucune
contrainte ne peut étre introduite a priori. Cependant, si cette restriction n’est plus a
respecter, on peut se pencher sur les cas ou les variables sous le radical s’organisent
pour former un carré parfait et ainsi, faire disparaitre le radical. Cela permettrait aux
termes composants Y; de se combiner avec les C, S et ainsi obtenir une équation ou
le nombre de coefficients & mettre & zéro est diminué. On doit aussi analyser le cas ou

I’on peut sortir seulement une partie des éléments qui se trouvent sous le radical.

5.1 Cas spéciaux de la compensation statique

I1 a été démontré par Gosselin [1997] que les équations de Berkof et Lowen [1969]
étaient suffisantes mais non nécessaires pour avoir un mécanisme compensé statique-
ment. Le fait d’avoir les contraintes suivantes [y = I3 et [y = d produit seulement deux
équations de contraintes lorsque la démarche de Berkof et Lowen [1969] est utilisée.
Dans les sections suivantes, on montrera par une méthode similaire que lorsque [l = [,
et I3 = d les équations de Berkof et Lowen [1969] ne sont que suffisantes. Mais d’abord

il faut établir la forme que prend 'expression de Y; dans ces cas particuliers.

5.2 Simplification de Y;

Au chapitre 4, on avait posé comme condition générale que Y; (Eq. 4.34) était
indépendant des C7', n = 0, 1,2, 3 pour toute valeur de ;. Mais il se peut que cela ne
soit pas vrai, puisqu’un certain agencement des parameétres du mécanisme peut amener
une simplification de Y7, comme I’a démontré Gosselin [1997]. Cette simplification peut

se traduire par la simplification totale de la racine carrée si on peut sortir un carré
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parfait, ou, si la racine carrée devient égale & zéro. Mais il y a aussi la possibilité de
sortir un facteur comprenant un C?, i € N qui pourra se combiner avec les C de J,

(Eq. 4.39). Chacun de ces cas est maintenant analysé.

5.2.1 Simplification de Y; en sortant un carré parfait

Pour que Y} ne soit plus dépendant des (1, il faut donc avoir une des deux possibilités
suivantes; soit que Yj est un carré parfait ou que Y7 est égal a zéro. Si on fait le
développement de I'équation (4.34), on s’apercoit que le radical posséde un terme égal
a 4C}. 11 est donc impossible que ce terme soit égal & zéro pour toute valeur de 6;.
Ainsi, Y] ne peut étre égal a zéro. Il faut donc analyser la possibilité que le terme
Y} devienne un carré parfait lorsque les paramétres du mécanisme prennent certaines

valeurs spécifiques.

Pour avoir un carré parfait sous le radical, il faut donc que Y; soit de la forme :

L 2 2 _ 2,4 3 2 2 2
lez = (CLQCl -+ alCl -+ ao) = a201 -+ 2@1&201 —+ (CLl -+ 2@0@2)01 -+ 2@1&001 + ao (52)

avec € défini a I'équation (4.38).

Il est & noter que, s’il est possible de trouver un carré parfait pour Y; le signe de as
a peu d’importance puisque la solution sera nécessairement représentée dans I’équation

par le €. Ainsi :
Y, =¢ ‘ (agClz +a;Cy + ao)‘ avec as > 0 (5.3)

donnera la solution positive si € égale 1 et la solution négative lorsque € est égale a —1.

Par ailleurs, le développement de l'expression sous la racine carrée de l’équation
(4.34) donne



by =4 (5.5)
by = —8(A1 — Ay) (5.6)
by =4 [AT — Ay (14 Ap) — Ay] (5.7)
by = 8A (A — Ay) (5.8)
bo = 4A; [As (14 Ay) — Af] (5.9)

ot A est défini a I’équation (4.31).

Ainsi, il ne reste plus qu’a établir les correspondances entre les différentes valeurs

en comparant les équations (5.2) et (5.4), ce qui conduit a :

0=by —a (5.10)
0= by — 2aias (5.11)
0 = by — (a} + 2apay) (5.12)
0=0b; — 2a,a9 (5.13)
0=by—ap (5.14)

Les équations (5.10) a (5.14) doivent étre satisfaites pour obtenir un carré parfait pour
Y.
On remarque que 'équation (5.10) donne deux solutions soit :

I est & noter que la solution (5.16) peut étre négligée comme mentionné lors de la

présentation de I’équation (5.3).

Ainsi, toutes les dérivations subséquentes seront faites avec as = 2. Si on passe a

I'équation (5.11), elle sera égale a zéro lorsque :

a; = -1 - A1 + A2 —|—A3 (517)

Aprés avoir introduit la valeur de a; dans les équations restantes. On trouve :

0= —4(CLO + A1 + A2A3> (518)
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ce qui donnera lorsque I’équation (5.12) sera égale a zéro

ag = —A1 — A2A3 (519)

Lorsque 'équation (5.13) est simplifiée a I’aide des variables a; et ag, elle devient :

Puisque les A; sont définis positifs, ’équation (5.20) donne seulement deux solutions

possibles :
Ay
As = A (5.22)

Avec la premiére solution donnée a ’équation (5.21), I'équation (5.14) devient :
Cette équation sera donc égale a zéro lorsqu’une des valeurs suivantes est utilisée :

Ay =1 (5.24)

Lorsque ces solutions sont substituées dans les équations (5.10—5.14), les équations
deviennent égales a zéro. On a donc obtenu les deux premiers ensembles de solutions
que 'on nommera YI-CP; et Y1-CPs.

Il est & noter que lorsque la valeur de Ay (Eq. 5.24) est remplacée dans les équations
(5.21 et 5.22), les deux équations donnent la méme solution c’est-a-dire Ay = A;.
La méme observation peut étre faite pour I’équation (5.25) lorsque remplacée dans
les mémes équations, on aura A3 = 1. Cela indique que les équations ne sont pas

linéairement indépendantes et que seulement deux familles de solutions existent.
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Les deux familles sont donc composées des éléments suivants, soit la premiére famille

de solutions Y1-CP; :

lo =d
ls =1
agp = —2M\,
a1 =0
ay = 2

et la deuxiéme famille de solutions Y1-CP; :

lgzll

ls=d
ag = —2M\,
a; =0
ay = 2

Finalement, on se retrouve avec le carré parfait suivant pour Y7,
i =2[(C3 - X))

et on doit respecter les contraintes suivantes soit :

lgzd

Is3=1h
ou

lgzll

l3:

5.2.2 Simplification de Y; en sortant un C?

(5.36)

Puisque le radical de Y; (Eq. 5.1) contient un CY, il est peut-étre possible d’écrire

Y] sous la forme d’une multiplication de deux facteurs de degré deux en C; et qu’'un
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de ces facteurs soit un carré parfait. Ainsi écrit, le radical pourrait se simplifier car
on pourrait sortir du radical le carré parfait. Il y aurait donc une possibilité que le
terme sorti se combine avec les autres termes de I'expression de Y; pour simplifier les

équations.

Il faut donc que Yj; soit de la forme :

Yi; = eo(C1 + ao)*(CF + 91C1 + go) =eoC+
(g1€0 + 2a0e0) Ci+ (5.41)
(g0€0 + 2a0g1e0 + ageo)Ci+ |

(2apgoe0 + 039160)01 + a?)go@o

Il ne reste plus qu’a établir les correspondances entre les différentes valeurs des

équations (5.4) et (5.41), ce qui conduit a :

0=0bs—eg (5.42)
0 = b3 — (g1e0 + 2apep) (5.43)
0 = by — (goeo + 2apgieo + agep) (5.44)
0 = b — (2a0g0€0 + aggieo) (5.45)
0 = by — ajgoeo (5.46)

Il est possible d’obtenir deux autres équations qui permettront de simplifier la re-
cherche des variables a; et g;. Ces deux équations sont obtenues par I’analyse des va-
riables b; (Eqs. 5.5—5.9). On s’apergoit que

by = —Aibs
b(] = —4A% - Albg
Ainsi, puisque 'équation de Y;; peut étre représentée par I’équation (5.41) ou (5.4), On
doit avoir :
0= (2&09060 + aggleo) + Al(gleo + 2&060) (547)
0 = a2goeo + [4/\% + A1(goeo + 2apg1€0 + ageo)] (5.48)

L’équation (5.47) sera égale a zéro lorsque :

_ —2(aggo + apy)
g1 a(2)+A1

(5.49)
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Aprés avoir introduit la valeur de g; dans les équations restantes. On trouve pour
I'équation (5.42) :

L’équation (5.48) devient zéro si on utilise une des conditions suivantes :

apg = f)\l (551)
go = —M1 (5.52)

avec
§==1 (5.53)

La deuxiéme solution (Eq. 5.52) est impossible. Ceci est démontré en solutionnant
I’équation (5.43) qui donne ag = —A;+As. Si par la suite, on substitue toutes les valeurs
trouvées dans les équations restantes, on trouve pour I’équation (5.44) que 0 = —4A5As3,

ce qui est impossible sachant que les A; sont définis positifs.

Si on utilise la solution de ’équation (5.51), I'équation (5.44) donnera :
go = (Ay + AjAy — AY) (5.54)
Les deux équations restantes donnent zéro lorsque :
As =M 487+ A [Aa+2¢ (1 +EN)] (5.55)
avec

¢ =+1 (5.56)

Suite a ces dérivations, on a une possibilité de quatre familles de solutions que l'on

nommera YI1-CS; i =1,2,3,4. Ces familles se différencient seulement par les signes de
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e ul peuvent etre pos1itiis ou negatviis. es Tamilies de solutions s ecrivent .
et quip t étre positif cgatifs. Ces familles de soluti "écrivent

eo =4 (5.57)
ap = &\ (5.58)
go = [A2 (1 + A1) — A (5.59)
g1 = w (5.60)
Az =M +E2+ XM +2¢ (14 EN)) (5.61)
(==l (5.62)
=+l (5.63)

Finalement, on se retrouve avec Y; qui se simplifie comme suit :

Yy = 2|(Cy + EXN)| Vi s (5.64)

Yies = e/ C2 4+ 0101 + g0 (5.65)

On remarque que Y; contient toujours une racine carrée. On pourrait faire dispa-
raitre cette racine avec certaines valeurs des \; mais la n’est pas notre but. En faisant
disparaitre la racine carrée on se retrouverait dans le cas du carré parfait (Sec. 5.2.1)
avec les contraintes présentées aux équations (5.37-5.38) et (5.39-5.40), ce qui a déja
été étudié. Le but de cette section était de faire sortir un facteur de la racine carrée
originale (Eq. 4.34) et de simplifier ’équation (4.39) puisque Y] n’est plus indépendant

des C et S; mais seulement Y7 ..

5.3 Redérivation des équations de compensation

statique

Lors de la dérivation du moment cinétique au chapitre 4, on a utilisé les équations
de Berkof et Lowen [1969] pour simplifier les équations du moment cinétique car au-
cune variable ou longueur de membrure n’était connue. Par contre, il a été démontré
que les équations de Berkof et Lowen [1969] sont suffisantes mais non nécessaires a la
compensation statique de mécanismes a quatre barres [Gosselin, 1997] pour certaines

longueurs de membrures d’un mécanisme.
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Cela est d au fait que la relation de dépendance entre Cy (Eq. 4.33) et #; inclut une
racine carrée contenant des fonctions trigonométriques en 6;. La racine carrée doit donc
étre considérée indépendante des autres termes si aucune relation entre les parameétres
n’est définie, a priori, comme le sont déja les C et S;. Cet état de fait implique que
les coefficients devant les termes contenant la racine carrée doivent étre mis a zéro

séparément, ce qui ajoute des équations de contraintes ou modifie celles déja présentes.

On s’est donc apergu que, lorsque Y3; devient un carré parfait (Sec. 5.2.1), les lon-
gueurs des membrures correspondent a des longueurs pour lesquelles les conditions
deviennent suffisantes mais non nécessaires. Puisque la racine carrée disparait et que
les termes sortis de la racine carrée peuvent se combiner avec les autres éléments de
I’équation, le nombre de contraintes a satisfaire est ainsi réduit. Donc, si on utilise les
équations de Berkof et Lowen [1969], il est possible que 'on introduise dans les dériva-
tions et, de fait, dans les conditions de compensation dynamique, des contraintes non

nécessaires.

Une nouvelle dérivation des équations de contraintes pour I'équilibrage statique doit
donc étre faite pour les familles de solutions Y1-CP; et Y1-CP, seulement puisque ces
familles de solutions font disparaitre la racine carrée. Par contre, pour les familles de
solutions Y1-CS;, il ne sera pas nécessaire de refaire une dérivation des équations de
contraintes puisque seulement un facteur est sorti de la racine carrée. La racine carrée
restante doit donc étre considérée indépendante des termes C4 et S; et les coefficients

devant les racines carrées devront étre mis a zéro.

5.3.1 Redérivation des équations de compensation statique

pour le cas Y1-CP;

Pour trouver les équations d’équilibrage statique, on utilise les équations de posi-

tionnement du centre de masse (Fig. 3.1). Les coordonnées du centre de masse global

66



du mécanisme sont données par :

_myrycos(0y + 1hy) + my [l cos Oy + 15 cos(6y + o)) + mg [d 4 73 cos(f5 + 13)]
my + meo + ms

5]

(5.66)
myry sin(0y + 1) + mo [ly sin 6y + ro sin(y + 19)] + mar3 sin(fz + 13)
mi + Mo + M3

(5.67)

<
I

Ces équations sont fonctions des variables 6y, 05 et f3 mais il est possible de les écrire

en fonction de seulement la variable d’entrée 6.

Pour ce faire, on utilisera les équations (4.28, 4.29, 4.30 et 4.33). Il est & noter qu’on
doit utiliser le Y; de ’équation (5.36) puisqu’on est dans le cas ot I3 = I3 et d = 5. De

plus, ces derniéres contraintes sont aussi utilisées pour simplifier les équations.

Donc le centre de masse dans la direction y devient :

Y20C7 + (Y10 + ¥1151) C1 + Yoo + Yo1.51

T — 5.68
Y LB+ 12— 20,B) (5.68)
avec
Yoo = (el + 15)Ngp, (5.69)
yor = (I3 + I3)Ngp, + 13(¢ — 1) Ngp, (5.70)
Y10 = (l% + l%)NRPl + (l% — l%)NRP2 (571)
y1 = (1§ = 13)Nrp, — you (5.72)
Yoo = —213Ngp, — 15(1 4 €)Ngp, (5.73)
ou

NRP1 = lgml’f’l sin ¢1 — llmg’f’g sin ¢2
NRP2 = llmg’/’g sin ¢2 + lgm3’/’3 sin wg
NRP3 = lllgmg + l2m17‘1 COS wl — llmgrg COS ¢2

NRP4 = llmg’/’g COS wg -+ l2m37”3 COS ¢3

Il est a noter que 'expression de T, posséde les mémes caractéristiques que I’équation
pour 3. C’est-a-dire une équation qui dépend des coeflicients Ngp, pour étre égale a
zéro. Sa présentation n’apporterait rien de plus a la discussion. On s’attarde seulement
a l'expression de 7 puisque toutes les remarques peuvent étre faites a partir de cette

équation.
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Pour avoir § constant pour toutes valeurs de 0y, les coefficients y;; ¢ = 0,1,2 et
J = 0,1 doivent étre égaux & zéro ou avoir une valeur infinie au dénominateur car les
Ct n = 0,1,2 et S; sont indépendants entre eux. Le dénominateur ne peut tendre
vers l'infini puisque C' est borné entre £)\; et que les autres variables sont des valeurs

physiques décrivant le mécanisme a quatre barres.

Pour avoir les coefficients y;; égaux a zéro, plusieurs solutions existent, sachant
que les valeurs m; et [; sont définies positives et que les r; sont définis semi-positifs.
L’équation (5.70) peut étre égale a zéro si € = 1 et Ngp, = 0. Bien que cette solution

soit mathématiquement possible, elle est physiquement impossible puisque :

Observation 5.1 Si, e = 1, I3 = l; et d = Iy, le mécanisme est un parallélogramme
dont le mode d’assemblage est convexe (Fig. 4.1(a)-5.1(a)). Ce qui implique que pour
tout mouvement du mécanisme, les centres de masse auront une rotation dans le méme
sens, di au fait que le mécanisme a la forme d’un parallélogramme. Ce qui rend impos-

sible toute compensation du moment généré a la base.

Une autre solution serait que ’équation (5.72) soit égale a zéro en posant [y = [
puisque yo; = 0. Ce qui est mathématiquement possible. Mais lorsque le mécanisme
est dans le mode concave (Fig. 4.2(a)-5.1(b)), avec I3 = I et d = Iy, la compensation

dynamique s’avére physiquement impossible puisque :

Observation 5.2 Sie = —1, I3 = d et l; = ly, le mécanisme est en singularité [Gos-
selin et Angeles, 1990] (Fig. 5.1(b)). Le point Py’ se trouve toujours sur le point P;.
Les membrures un et deux peuvent tourner autour du point P alors que la membrure
trois ne bouge pas. Les centres de masse des membrures qui bougent auront toujours
une rotation dans le méme sens. Ce qui rend impossible toute compensation du moment

généré a la base.

Ainsi, la seule possibilité, qui soit mathématiquement et physiquement possible est

d’avoir les Ngp, @ = 1,2, 3,4 égaux a zéro.

Les équations (5.74—5.77) sont ainsi les équations nécessaires et suffisantes pour

avoir une compensation statique, pour le cas ou I3 = [; et d = l5. Si on fait un retour
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F1G. 5.1 — Solutions physiques inacceptables pour le cas Y1-CP;

et que l'on compare les équations (4.5—4.8) aux équations que l'on vient de trouver,
on s’apergoit qu’elles sont identiques lorsque I3 = [; et d = l5. Cela implique que le
moment dynamique simplifié de I’équation (4.19) est toujours valide et qu’il est possible

de I'utiliser pour trouver les équations de contraintes dynamiques.

5.3.2 Redérivation des équations de compensation statique

pour le cas Y1-CP,

Pour trouver les équations d’équilibre statique, on utilise les équations de position-
nement du centre de masse (Egs. 5.66 et 5.67). Comme a la section 5.3.1, les équations
(4.28, 4.29, 4.30 et 4.33) sont utilisées pour écrire les équations en fonction de la variable
d’entrée #; seulement. Dans ce cas-ci, on utilise les contraintes données aux équations
(5.39) et (5.40) pour simplifier les équations, ce qui implique que 'on doit utiliser

I'équation simplifiée de Y; qui est donnée par 1’équation (5.36).

On se retrouve donc avec :

Y20C% + (Y10 + ¥1151) C1 + Yoo + Yo1.51

v= L (B + B 280, (5.78)
ol
—2(1+¢) Nrg, (5.79)
Yor = U5 (5 +13) Npg, + 15 (1 + €) Ngq, (5.80)
yio =3 (5 +13) Ngg, (5.81)
yi = ls (1§ = 13) Nrgs — Yo (5.82)
Y20 = —2l5Nprg, — 15 (1 + €) Nrq, (5.83)
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et
Nrq, = marysin gy — marysin iy (5.84)
Nrq, = lymary sinyy + lymars sini; (5.85)
Nr@y = lima +mar1 cos Py — mar cos s) (5.86)
Nrq, = lsmars cos s + limgrs cos s (5.87)

Encore une fois, on travaille sur la composante y du positionnement du centre de

masse, puisque la composante x, donnera les mémes contraintes.

Pour avoir ¥ constant pour toutes valeurs de 6, il faut que les coefficients y;; ou
1 = 0,1,2 et 7 = 0,1 soient égaux a zéro ou que le dénominateur de 1’équation ait
une valeur infinie car les CT' n = 0,1,2 et S; sont indépendants entre eux. La valeur
du dénominateur ne peut étre infinie puisque C est borné entre +\; et que les autres

variables sont des valeurs physiques décrivant le mécanisme a quatre barres.

Ainsi, pour avoir § constant, il faut absolument mettre les coefficients y;; égaux
a zéro. On peut y arriver de plusieurs facons. La plus simple serait tout simplement
de mettre la valeur des Ngrq, i = 1,2, 3,4 égale a zéro. Cela donnera quatre nouvelles
équations de contraintes statiques pour le cas [, = [; et d = [3. On peut aussi avoir
le cas ou Npg, et Npg, sont égaux a zéro et que € égale —1. Par contre, ce cas est a

rejeter comme on 1'a démontré a 'observation (5.2).

Les équations (5.84—5.87) sont ainsi les équations nécessaires et suffisantes pour
avoir une compensation statique, pour le cas ot I = [; et d = l3. Si on fait un retour et
que 'on compare les équations (4.5—4.8) aux équations que 1'on vient de trouver, on
s’apergoit qu’elles sont identiques. Cela implique que le moment dynamique simplifié
de I’équation (4.19) est toujours valide et qu’il est possible de 'utiliser pour trouver les

équations de contraintes dynamiques.
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5.4 CCD lorsque Y; est un carré parfait et que [, = I3

Dans le chapitre 4, la recherche des CCD s’effectuait de la fagon la plus générale
possible. Par contre, le fait de considérer Y7 (Eq. 4.34) indépendant des Cy (Eq. 4.25)

restreignait le domaine de solution exploré.

On a démontré qu’il est possible que Y; ne soit pas totalement indépendant des
C; lorsque certaines contraintes entre les longueurs des différentes membrures sont

présentes.

Dans cette section, on reprendra la dérivation des contraintes de compensation
dynamique (CCD) lorsqu’une de ces contraintes sur la longueur des membrures (I, = I3)

est présente.

5.4.1 Equation du moment cinétique en fonction de la variable

d’entrée

Pour écrire 'équation du moment cinétique en fonction de la variable d’entrée 61,
on peut partir de ’équation (4.20) puisque la simplification des termes V' et W (Egs.

3.16 et 3.17) se fera de la méme fagon car les contraintes statiques sont les mémes.

Par contre, lors de I’élimination des termes intermédiaires, il faudra utiliser I'équa-
tion (5.36) pour Y) avec € = —1 seulement car ¢ = 1 donne un mécanisme impossible a

compenser (observation 5.1) (Fig. 4.2(b)).

Suivant la méthode donnée & la section 4.2.2, on se retrouve avec les coefficients

suivants pour l’équation (4.39) :

Jooo = A1 [[1 — Is + Ay (17 + 215 + I3)] (5.88)
Joro = Ta(1+ As) (5.89)
Jroo = =2 (L + L) (5.90)
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avec

Jo=X (1-2C1+ X)) (5.91)

5.4.2 Dérivation des équations de contraintes

Pour obtenir les équations de contraintes du mécanisme, on voit que J, (Eq. 4.39)
est égal a zéro seulement si les coefficients (Eqgs. 5.88—5.90) sont égaux a zéro et que

Jq (Eq. 5.91) ne peut tendre vers 'infini.

La vérification pour Jy est trés simple, puisque Cy (Eq. 4.25) est borné entre —\;
et A\ et que les \; sont des rapports entre les longueurs des membrures —définies

positives—, le dénominateur sera donc toujours borné.

Pour J,, il est facile de conclure que I'on doit mettre tous les coefficients a zéro
puisque les C et S sont indépendants entre eux pour toutes valeurs de 6;. De plus, la
supposition qu’on avait faite que Y7 était indépendant est rendue caduque par le fait

que, devenant un carré parfait, il se décompose et se combine avec les C et S;.

Il ne reste plus qu’a trouver quelles sont les valeurs qui rendent les js ., égaux a

ZEro.

5.4.2.1 Familles de solutions

Une démarche similaire a celle de la section 4.3.1 est effectuée pour mettre les
équations (5.88, 5.89 et 5.90) a zéro. On se retrouve avec des solutions qui, combinées
avec les contraintes qui transforment Y; en un carré parfait, forment les deux familles

de solutions suivantes :
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ls =104 (5.92)
d=1ls (5.93)
e=—1 (5.94)
IL,=-1 (5.95)
A =1 (5.96)
et

ls =14 (5.97)
d=1l (5.98)
e=—1 (5.99)
I, =-1 (5.100)
I,=0 (5.101)
Is=1, (5.102)

A la premiére famille de solution, seulement deux contraintes se sont rajoutées pour
permettre de mettre les trois équations a zéro. Cela est di au fait que les équations

Js.tu D€ sont pas linéairement indépendantes dans tous les espaces de solutions.

5.4.3 Analyse des familles de solutions

Il ne reste plus qu’a vérifier que les familles de solutions trouvées respectent les
contraintes de compensation statique et qu’elles respectent les domaines de validité des

différentes variables, comme mentionné a la section 4.4.

5.4.3.1 Analyse de la premiére famille de solution

La premiére famille de solutions est a rejeter car la contrainte A\; = 1 implique que

[y = d (Eq. 4.27), ce qui rameéne le cas discuté a ’observation 5.2.
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5.4.3.2 Analyse de la deuxiéme famille de solution

Pour faire la validation des équations (5.100—5.102), les équations (4.2, 4.4, 5.75 et
5.77) seront utilisées. Encore une fois, une série d’équations indépendantes a été choisie

a partir des ensembles de contraintes de compensation statique.

Cette fagon de faire permet d’éviter l'introduction de variables secondaires et de

faire sortir immédiatement deux solutions provenant des équations (4.2) et (4.4). C’est-

a-dire :
mg’f’glg
= 5.103
"3 mglg ( )
g =T + g (5.104)

L’étape logique a ce point est de trouver les solutions qui aménent ’équation (5.101)

a zéro. Cela est possible lorsque :

re =0 (5.105)
ou
Wy = 2nm (5.106)
ou
Yo=02n+ 1) (5.107)
avec n € 2.

Les solutions données aux équations (5.105) et (5.107) sont impossibles car chacune
d’elles va donner une incompatibilité pour les équations (5.100) et (5.76). En effet, pour
que I’équation (5.76) soit égale & zéro, on doit avoir cos v plus petit que zéro alors que
pour 'équation (5.100) la valeur de cos )y devrait étre plus grande que zéro. Puisque ces
deux conditions sont exclusives, les solutions données aux équations (5.105) et (5.107)

sont impossibles.

Puisque I'équation (5.106) doit étre satisfaite, si on travaille avec I'équation (5.74),

on s’apercoit que cette derniére est satisfaite par les trois solutions décrites ci-dessous :
ry =0 (5.108)

ou

Uy = 2nm (5.109)
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ou
Y1 =02n+1)m (5.110)

avec n € Z.

Par contre, deux de ces solutions seront impossibles. En effet, lorsque les solutions
(5.108 et 5.109) sont utilisées, 'équation (5.76) donne que ry > lo. Si le cas o r; =0
est utilisé, 'équation (5.100) devient k?m; + k3my = 0 ce qui est impossible sachant que
les variables sont définies positives. Dans le cas ou la solution (5.109) est utilisée, on se
retrouve avec Iy > 0 ce qui implique que I; < 0 di a I’équation (5.100). Ainsi I3 devrait
aussi étre plus petit ou égal a zéro, ce qui est impossible sachant que ¥3 = (2n + 1)m.

On se retrouve avec une seule solution soit ¢; = (2n + 1) 7.

Les trois équations restantes (Egs. 5.76, 5.100 et 5.102) vont donner les trois der-

niéres équations de contrainte soit :

ry =1y (1 mm) (5.111)

B llmg
_ 2} _
ky = \/m?(lﬂ2 rz) — (5.112)
)
. 2
ey = \/[1 ma(lars 1 1) (5.113)
ms3

ou I; est défini a I’équation (4.21).

Cet ensemble de contraintes de compensation dynamique (CCD) que I’on nommera
Contraintes de Compensation Dynamique lorsque Yy est un Carré Parfait et [} = I3
(noté M/B-Ycp, ) sera donc formé des équations de contraintes suivantes : (5.37, 5.38,
5.99, 5.103, 5.104, 5.106, 5.110, 5.111, 5.112 et 5.113).

5.4.4 Comportement & vérifier

Dans cette section, on vérifie si le dénominateur de I’équation (3.21) donné a I’équa-

tion (5.91) peut amener une indétermination.

Dans la section 4.4.1.1, on avait substitué certaines contraintes dans J,, et J;, ce qui

amenait plusieurs simplifications. Ces simplifications rendaient le dénominateur égal a
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TAB. 5.1 — Contraintes de Compensation Dynamique lorsque Y, est un Carré Parfait
et ly =13 (noté M/B-Ycp,) oun € Z.

marals

s = msla

3 =T+ 1y

Py = 2nm

’l/)l = (2n+1)7r

ro=1b (1- )

Ly — ma(lara—r3)—I
2=V T me

ko — Ii—ms(l3rs+r3)
3=V T ms

un. Ainsi toute possibilité d’indétermination était évitée. Si on fait la méme procédure

pour ce cas-ci, il n’y a aucune simplification.

On doit donc regarder comment est constitué le dénominateur et regarder dans
quel cas on aura une indétermination ou dans quel cas aucune indétermination ne sera

possible.

Les indéterminations peuvent se produire lorsque le dénominateur est égal a zéro.

Est-ce possible d’éviter que le dénominateur devienne égal & zéro?

En regardant I’équation (5.91), on remarque que le dénominateur sera égal a zéro

si:

14+ A
C, = +2 L (5.114)
ou réécrit plus simplement avec 'aide des équations (4.25 et 4.32)
14+ M2
cos bty = A (5.115)

2\
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Sachant que la fonction cos #; est bornée entre £1, si le membre de droite de I'équa-
tion est plus grand que un, I’équation (5.115) ne pourra jamais étre satisfaite ce qui

implique que le dénominateur ne pourra jamais étre égal a zéro. Donc si la condition
1+A2
21
définis positifs, on peut réécrire cette condition sous la forme suivante :

suivante > 1 est respectée, toute singularité sera évitée. Puisque les \; (4.27) sont

(1—-X)>>0 (5.116)

Cette condition est toujours vraie car pour la contredire il faudrait avoir I; = d
mais ’observation 5.2 stipule qu'un mécanisme équilibré dynamiquement ne peut avoir
[y = d. On a ainsi démontré qu’aucune singularité ne peut se produire pour I’équation
(3.21).

5.4.5 Domaine de solution pour le cas M4B-Y¢p,

Comme pour le cas général (Sec. 4.4.2.1), le domaine de solutions est inscrit dans

R7, puisqu’il y a sept variables libres et neuf équations de contrainte.

Pour illustrer graphiquement le domaine de solution de la famille MjB-Yep,, un
exemple est maintenant traité, dans lequel un certain nombre de variables libres sont
fixées aux valeurs suivantes : m; = 0.139, mo = 0.101, mz = 0.108, k; = 0.04167, et
r1 = 0.6712299216. Cela permet d’avoir un graphique en deux dimensions en fonction
de [ et [5.

Puisqu’on est intéressé aux mécanismes physiquement valides, on a tracé les courbes
ol k3 et k3 égalent zéro. Ces courbes délimitent les domaines de validité car lorsque
k? est négatif, on obtient des valeurs imaginaires pour le rayon de giration, ce qui est

physiquement impossible.

Ainsi, le domaine de validité de la figure 5.2 comprend le point P;, alors que tous
les autres points se trouvent dans des domaines non valides. Cela se voit trés facilement
puisque, le coté droit de la ligne k3 = 0 représente le domaine valide de ko alors que
le domaine situé entre les deux lignes ou k3 = 0 est un domaine non valide. Si on fait
I’assemblage des domaines valides, on se retrouve avec le domaine hachuré sur le graphe
de la figure 5.2.
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F1G. 5.2 — Exemple de domaine des solutions pour ’ensemble de solution M4B-Y¢p,,
avec certaines variables fixées (m; = 0.139, my = 0.101, m3 = 0.108, k; = 0.04167, et
r1 = 0.6712299216).

5.4.6 Vérification

Pour faire la vérification des CCD de I’ensemble M4B-Y¢sp,, on se basera en grande

partie sur la section 4.5.



5.4.6.1 Vérification a ’aide des équations de Lagrange

II est avantageux d’utiliser les équations développées pour le cas général (Sec.
4.5.2.1), puisque la seule différence consiste a y substituer les nouvelles CCD trouvées

pour cette famille au lieu de celles du cas général.

Puisque la dérivation des équations de Lagrange se déroule de la méme fagon, que
I’on soit dans le cas M4B-G ou dans le cas M4B-Ycop,, on ne répétera pas la méme

démarche.

La premiére différence apparait lors de l'introduction des contraintes de compensa-
tions statiques. Ainsi lorsque les contraintes du cas M/B-Yop, sont introduites, on se
retrouve avec T, (Eq. 5.117) et T5 (Eq. 5.118) qui valent :

l (l1m2
l

{ m1 k’2 + ’l“l + l 1Mo + ZQ’I“QmQ(ClCQ + 5152)} 91—|—

T, = mar) (539'3 — 56, — 529'2) i (5.117)

[m2 ]{72 + 12 + mg(’/’22 — 12) + 127’27712(0102 + 5152)] 92+ (5118)
[mg ]{?2 + 7’3 T2[277’L2C3:| 93} 5

au lieu des valeurs définies aux équations (4.105 et 4.110).

Pour amener T, égal a zéro, il suffit de remplacer les 0y et 05 par les valeurs données
aux équations (4.23) et (4.24). Pour Ty, on doit poursuivre les substitutions et remplacer
les C3, S3, So et Cs, par les équations (4.28, 4.29, 4.30 et 4.33). Il ne faut pas oublier que
le Y1, qui se trouve dans ’équation de Cy doit étre remplacé par I'équation (5.36) puisque
l'on est dans le cas ou Y; devient un carré parfait. Aprés avoir fait les substitutions
démontrées précédemment, T, et T, représentant les parties du moment cinétique qui
peuvent donner respectivement des forces et moments sur la base, sont bien égaux a

zéro. Ce qui prouve que les forces et moments sur la base sont égaux a zéro.

5.4.6.2 Vérification a 'aide des équations de Newton-Euler

Dans cette section, la vérification de la compensation dynamique d’'un mécanisme
de la famille M4B-Y¢p, sera effectuée. On doit donc démontrer que la somme des forces

(Eq. 4.122) ainsi que la somme des moments (Eq. 4.123), sur la base du mécanisme
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donne zéro. Cette vérification se fera a 'aide des équations de Newton-Euler qui ont

été développées a la section 4.5.2.2.

Résolution des équations de forces et de moments pour ’ensemble M4 B-Y:p,
Des valeurs numériques décrivant un mécanisme qui respecte les M4B-Yep, (Fig. 5.3)

sont données au tableau 5.2.

Comme & la section 4.5.2.2, la méthode utilisée consiste a donner une position,
une vitesse et une accélération au membre d’entrée (membre 1), de calculer les mémes
variables pour les autres membrures (Tab. 5.3) et finalement de trouver le couple requis
pour effectuer cette trajectoire. Les valeurs 6, 6, et 0, étant considérées indépendantes,

elles ont été choisies au hasard.

Les valeurs des forces et moments sont données au tableau 5.4. On remarque que
qu’elles ne sont pas nulles. Par contre, la somme des forces et des moments sur la base

donne zéro (Fg; — Fps =0, M; — 113 X Fgz = 0), ce qui était & démontrer.

TAB. 5.2 — Variables définissant un mécanisme a quatre barres de la famille M4B-Y¢p,
Le symbole * indique les variables calculées a I'aide des solutions valides de la section
5.4.3.2

Variable || Membre 1 | Membre 2 | Membre 3
l; (m) 1.7 3 1.7
m; (kg) 0.139 0.101 0.108
r; (m) 0.671 1.366 * 0.722 *
k; (m) 0.0417 0.185 * 0.549 *
¥; (rad) T 0~ T

5.5 CCD lorsque Y; est un carré parfait et que [; = [,

Dans la section 4, la recherche des CCD s’effectuait de la fagon la plus générale
possible. Par contre le fait de considérer Y (Eq. 4.34) indépendant des C) (Eq. 4.25)

restreignait le domaine de solution exploré.
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TAB. 5.3 — Valeurs de la trajectoire d'un mécanisme de la famille M4B- Y p,. Le symbole

* indique les variables qui sont calculées a I’aide des équations de la section 4.2.1.

Positions Membre 1 | Membre 2 | Membre 3
0; (rad) & -1.179* | -2.35664*
0; (rad/s) 0.210 0.0493* -0.161*
f; (rad/s?) 0.45 0.146* -0.304*

On a démontré qu’il est possible que Y; ne soit pas totalement indépendant des
C; lorsque certaines contraintes entre les longueurs des différentes membrures sont

présentes.

Dans cette section, on reprendra la dérivation des contraintes de compensation
dynamique (CCD) lorsqu’une de ces contraintes sur la longueur des membrures (I; = lo)

est présente.

5.5.1 Equation du moment cinétique en fonction de la variable

d’entrée

Pour écrire ’équation du moment cinétique en fonction de la variable d’entrée 6y,
on peut partir de ’équation (4.20) puisque la simplification des termes V' et W (Eqs.

3.16 et 3.17) se fera de la méme facon, les contraintes statiques étant les mémes.

Par contre lors de I’élimination des termes intermédiaires, il faudra utiliser I’équation
(5.36) pour Y; avec € = 1 car si ¢ = —1, le mécanisme sera dans une singularité

(observation 5.2).

TAB. 5.4 — Forces et moments internes et externes calculés pour le mécanisme a quatre

barres défini aux tableaux 5.2 et 5.3.

FBl (N) F12 (N) F32 (N) FBg (N) M1 (Nm)
0.00819334 0.0486 0.00718443 -0.00819334 0.143829
-0.0479431 -0.0602217 0.0297001 0.0479431 '
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F1G. 5.3 — Mécanisme a quatre barres de la famille M4B-Y¢p,, dont les parameétres sont
données aux tableaux 5.2 et 5.3. La dimension des @ est proportionelle a la masse de

la membrure et ’épaisseur du vecteur r; est proportionnelle & la valeur de k;.

Suivant la méthode donnée a la section 4.2.2, on se retrouve avec les coefficients

suivants pour I’équation (4.39) :

Jooo =M1 [I — I+ Ay (I + 1o + 215))] (5.119)
Jop0 = 2M1, (5.120)
J100 = —2M (L1 + I3) (5.121)
Jia0 = —21I, (5.122)
avec
Ji=—A(1-2C) +Ay) (5.123)

5.5.2 Deérivation des équations de contrainte

Pour obtenir les équations de contrainte du mécanisme, on doit avoir J,, (Eq. 4.39)
égal a zéro seulement si les coefficients (Eqs. 5.119—5.122) sont égaux a zéro et que Jy

(Eq. 5.123) ne peut tendre vers U'infini.
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La vérification pour Jy est trés simple. Puisque C (Eq. 4.25) est borné entre —\; et
A1 et les \; sont des rapports entre les longueurs des membrures —définies positives—,

le dénominateur sera donc borné.

Pour J,, il est facile de conclure que I'on doit mettre tous les coefficients a zéro
puisque les C et S; sont indépendants entre eux pour toutes valeurs de 6;. De plus, la
supposition que 'on avait faite que Y; était indépendant est rendue caduque par le fait

que Y; devenant un carré parfait, il se décompose et se combine avec les C] et Sj.

II ne reste plus qu’a trouver quelles sont les valeurs qui rendent les js., ¢gaux a

ZEro.

5.5.2.1 Familles de solutions

Si une démarche similaire a celle de la section 4.3.1 est effectuée pour mettre les
équations (5.119—5.122) a zéro, on se retrouve avec des solutions qui, combinées avec
les contraintes qui transforment Y; en un carré parfait, forment les deux familles de

solutions suivantes :

Iy =1 (5.124)
d =1l (5.125)
e=1 (5.126)
I,=0 (5.127)
Iy = —1I, (5.128)
A =1 (5.129)

et

I, =1
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5.5.3 Analyse des familles de solutions

Il ne reste plus qu’a vérifier que les familles de solutions trouvées, respectent les
contraintes de compensation statique et qu’elles respectent les domaines de validité des

différentes variables, comme mentionné a la section 4.4.

5.5.3.1 Analyse de la premiére famille de solution

La premiére famille de solutions est a rejeter car la contrainte A\; = 1 implique que

l1 = d (Eq. 4.27), ce qui raméne le cas discuté a ’observation 5.1.

5.5.3.2 Analyse de la deuxiéme famille de solution

Pour établir la validité de la deuxiéme famille de solutions, les équations (4.2, 4.4,
5.85 et 5.87) seront utilisée. Encore une fois, une série d’équations indépendantes a été

choisie a partir des ensembles de contraintes de compensation statique.

Cette fagon de faire permet d’éviter l'introduction de variables secondaires et de

faire sortir immédiatement les deux solutions données aux équations (4.73) et (4.74).

Par la suite on peut trouver directement les valeurs de k; et k3 a ’aide des équations
(5.135) et (5.134), ce qui donne :

b \/12 — myry (11 + 1) (5.136)
mq
b \/_[1 — myrs (rs + I3 cos ¥y) (5.137)
mg

Les solutions suivantes qui formeront la famille de solutions devront répondre a

deux contraintes supplémentaires, c’est-a-dire, donner des valeurs réelles pour k; et k3.

Si on travaille avec I’équation (5.133), on s’apergoit qu’elle est satisfaite par les trois

solutions décrites ci-dessous :

ro =0 (5.138)
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ou
Wy = 2nm (5.139)
ou
o =02n+ 1) (5.140)
avec n € Z.

Par contre, deux de ces solutions seront impossibles. Lorsque la solution (eq. 5.138)
2
est utilisée, k3 devient imaginaire puisqu’égal a \/—% apres avoir utilisé ’équation

(4.2) et avoir fait les simplifications qui s’imposent.

Lorsque la solution donnée & 'équation (5.139) est utilisée, on se retrouve avec
I3 = (k2 + 72 + I3r3)mg toujours positif. Donc les équations (5.134 et 5.135) impliquent
que I et I, doivent étre négatifs. La contrainte sur [; est respectée seulement si cos
est plus grand que zéro. Pour que la contrainte sur Iy = (k3 —l179+173)my soit respectée,
il faut avoir au minimum ry < [; mais en regardant la contrainte Npg, (Eq. 5.86), on
s’apercoit que ro = (I3 +%C2°Swl) et que 15 sera toujours plus grand que [y puisque 'on

doit avoir cost; > 0, ce qui améne a une incompatibilité. On prendra donc la solution

donnée a I’équation (5.140) pour faire partie de la famille de solutions.

Etant donné ce résultat, 'équation (5.85) est satisfaite lorsque :

rr =20 (5.141)
ou
Y = 2nm (5.142)
ou
v =0C2n+ 1) (5.143)
avec n € 7Z.

Par contre la solution 7 = 0 est impossible puisque ’équation de Ngg, (Eq. 5.86)
devient I;mgy + mary, et sachant qu’elle doit étre égale a zéro, on a donc une incompa-
tibilité. Il en va de méme pour la solution ¥; = 2n7 qui donne pour la méme équation
lymg + mqr1 + mary. Si on utilise la solution donnée a 1'équation (5.143), la contrainte

de compensation statique Ngg, (Eq. 5.86) donne la valeur suivante pour rs.

miry

(5.144)

ng—ll+
ms
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Cet ensemble de contraintes de compensation dynamique (CCD) que I’'on nommera
Contraintes de Compensation Dynamique lorsque Yy est un Carré Parfait et [y = o
(noté M4B-Ycp,) sera donc formé des équations de contraintes suivantes : (4.2, 4.4,
5.39, 5.40, 5.136, 5.137, 5.140, 5.143 et 5.144).

TAB. 5.5 — Contraintes de Compensation Dynamique lorsque Y, est un Carré Parfait
et ll = 12 (noté M4B— chz) oun € Z.

_ l:
mgry = MaT2

Yy =1 +m
lgzll

lgzd

J— Io—myr1(r1+l1)
1 — m1

o —11—m3r3(7“3+l3 cos 1/)2)
ks =

m3
o= (2n+ 1) m
v =0C2n+ 1)
7’2:—[1—'—":”#;“1

5.5.4 Comportement a vérifier

Dans cette section, on vérifie si le dénominateur de I’équation (3.21) donné a I'équa-

tion (5.123) peut amener une indétermination.

Cette indétermination se produira lorsque le dénominateur sera égal a zéro. Cette
1+A1

possibilité peut se produire lorsque Cy = =5
Puisque cette condition est la méme que celle donnée a la section 5.4.4. On peut
donc tirer les mémes conclusions et dire que le dénominateur ne pourra jamais donner

une indétermination.



5.5.5 Domaine des solutions pour le cas M4B-Y¢p,

Comme pour le cas général (Sec. 4.4.2.1), le domaine des solutions est inscrit dans

R7, puisqu’il y a sept variables libres et neuf équations de contraintes.

Pour illustrer graphiquement le domaine des solutions et permettre I’obtention d’un
graphique en deux dimensions, un exemple est maintenant présenté dans lequel un
certain nombre de variables libres sont fixées comme suit : m; = 2, my = 1, mg = 5,

r = 03, et ]{32 = 0.01.

Puisqu’on est intéressé aux mécanismes physiquement valides, on a tracé les courbes
ou k? et k3 égalent zéro. Ces courbes délimitent les domaines de validité car lorsque
k? est négatif, on obtient des valeurs imaginaires pour le rayon de giration ce qui est

physiquement impossible.

Ainsi, le domaine de validité de la famille M/B-Yop, (Fig. 5.4) comprend seulement

le point Fg, alors que tous les autres points se trouvent dans des domaines non valides.

Dt a I'imprécision du graphique, il est difficile de voir comment sont formées les
courbes ou k2 = 0 mais sachant que Py, P3 et Pg sont des domaines ou k3 > 0, on peut
déduire qu’on a une ligne continue qui part du bas du graphique et qui se dirige vers la
droite et que les autres segments forment, eux aussi, une ligne continue. Le domaine de
validité pour k; se situe a gauche de la ligne k7 = 0. Lorsque I'intersection des domaines

de validité pour kq et k3 est effectuée, on se retrouve bien avec seulement un domaine.

5.5.6 Vérification

Pour faire la vérifications des CCD de 'ensemble M4 B-Ycp,, on se basera en grande

partie sur la section 4.5.
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F1G. 5.4 — Exemple de domaine des solutions pour ’ensemble de solution M4B-Y¢p,,

avec certaines variables fixées (mq =2, mg =1, m3 =5, 1, = 0.3, et ks = 0.01).
5.5.6.1 Vérification a ’aide des équations de Lagrange
Il est avantageux d’utiliser les équations développées pour le cas général (Sec.

4.5.2.1), puisque la seule différence consiste a y substituer les nouvelles équations de

compensation dynamique trouvées pour cette famille au lieu de celles du cas général.
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Puisque la dérivation des équations de Lagrange se déroule de la méme fagon que
I’on soit dans le cas M4B-G ou dans le cas M4B-Ycp, on ne répétera pas la méme

démarche.

La premieére différence apparait lors de 'introduction des contraintes de compensa-
tions statiques. Ainsi lorsque les contraintes du cas M/B-Yop, sont introduites, on se
retrouve avec T, (Eq. 5.145) et T5 (Eq. 5.146) qui valent :

T :l3 (l1m2l— miry) (539‘3 — 8,6, — Széz)x' (5.145)
1

Ts = { {ml(k‘f +rd) + Bmy + 13 (mz - mllrl) (C1Cs + 5152)] b1+
1

{mg(k:% +73) + 13 <m2 — ml17”1
1

[mg(kg + Tg) — lg (mg — mllrl) Cg:| 93} (5

1

) (C1Cy + 5152)] 6+ (5.146)

au lieu des valeurs définies aux équations (4.105 et 4.110).

Pour amener T, égal a zéro, il suffit de remplacer les 0y et 05 par les valeurs données
aux équations (4.23) et (4.24). Pour Ty, on doit poursuivre les substitutions et remplacer
les C3, S3, So et Cs, par les équations (4.28, 4.29, 4.30 et 4.33). Il ne faut pas oublier que
le Y1, qui se trouve dans I’équation de Cy doit étre remplacé par ’équation (5.36) puisque
I’on est dans le cas o Y] devient un carré parfait. Aprés avoir fait ces substitutions, 7}, et
Ty, qui représentent les parties du moment cinétique qui peuvent donner respectivement
des forces et moment sur la base, sont bien égaux a zéro, ce qui prouve que les forces

et moments sur la base sont égaux a zéro.

5.5.6.2 Vérification a 'aide des équations de Newton-Euler

Dans cette section, la vérification de la compensation dynamique d’un mécanisme de
I'ensemble M4 B-Yep, sera effectuée. On doit donc démontrer que la somme des forces
(Eq. 4.122) ainsi que la somme des moments (Eq. 4.123), sur la base du mécanisme
donne zéro. Cette vérification se fera a 'aide des équations de Newton-Euler qui ont

été développées a la section 4.5.2.2.
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Résolution des équations de forces et de moments pour ’ensemble M4 B-Y:p,
Des valeurs numériques décrivant un mécanisme qui respecte les M/B-Ycop, (Fig. 5.5)

sont données au tableau 5.6.

Comme & la section 4.5.2.2, la méthode utilisée consiste & donner une position, vi-
tesse et accélération au membre d’entrée (membre 1), de calculer les mémes variables
pour les autres membrures (Tab. 5.7) et finalement trouver le couple requis pour effec-
tuer cette trajectoire. Les valeurs 6, 6, et 6; étant considérées indépendantes, elles ont

été choisies au hasard.

Les résultats intermédiaires de ces calculs, c’est-a-dire, les valeurs des forces et
moments sont données au tableau 5.8. On remarque qu’elles ne sont pas nulles. Par
contre, la somme des forces et des moments sur la base donne zéro, ce qui était a

démontrer.

TAB. 5.6 — Variables définissant un mécanisme a quatre barres de la famille M} B-Y¢p,,
Le symbole * indique les variables calculées & 1'aide des solutions valides de la section
5.5.3

Variable || Membre 1 | Membre 2 | Membre 3
l; (m) 0.3 0.3 1+

m; (kg) 4 1 5

r; (m) 0.3 0.9 * 0.6 *

k; (m) 0.300 0.0100* 0.155 *
¥; (rad) T* T 21 *

TAB. 5.7 — Valeurs de la trajectoire d’'un mécanisme de la famille M/B-Y¢p,.

Positions Membre 1 | Membre 2 | Membre 3

0; (rad) u 1.50112F | 2.54832

f; (rad/s) || 0.4014260 | -0.462402* | -0.0609761*
0; (rad/s?) | 1.16937 | -1.22491* | -0.0555361*

90



TAB. 5.8 — Forces et moments internes et externes calculés pour le mécanisme a quatre

barres défini aux tableaux 5.6 et 5.7.

FBI (N) F12 (N) F32 (N) FBg (N) M1 (Nm)
4.22693 2.53886 4.12453 -4.22693

2.77791
-2.77791 -3.31207 2.90981 2.77791

5.6 CCD lorsqu’on sort un facteur de Y;

Pour écrire ’équation du moment cinétique en fonction de la variable d’entrée 6,
on peut partir de ’équation (4.20) puisque la simplification des termes V' et W (Eqs.
3.16 et 3.17) se fera de la méme fagon car les contraintes statiques sont les mémes.
Par contre lors de I’élimination des termes intermédiaires, il faudra utiliser 1’équation
(5.64). Suivant la méthode donnée a la section 4.2.2, on se retrouve avec les coefficients

suivants pour I’équation (4.39) :

FI1G. 5.5 — Mécanisme & quatre barres de la famille M/B-Y¢p,, dont les valeurs sont
données aux tableaux 5.6 et 5.7. La dimension des @ est proportionelle a la masse de

la membrure et I’épaisseur du vecteur r; est proportionnelle a la valeur de k;.



Jo.00 = =ATAa((T2 + Is) (A1 + Cha(€ + A1) + EL(1 + Ay)) ( )
Jooa = EM A (AL (L + I3) + 11 (14 Ay)) ( )
Jo10 = —APL (209 + EX + 2CA(1 + EN)) ( )
Joun = —Ala(A + CA2(§ + A1) ( )
Jroo = EN (L — Iy) ( )
J101 = MAe(Ly + Ay(L 4 I + I3) — EM (20 + I + 13)) ( )
J1,10 = ALa(EA(1 — 2A9) + 2X2(C + A2) — 2A4(1 4+ (X2)) ( )
Jin = —(La(CA2 + EM(2 4 CA2))) (5.154)
72,00 = MAe((L2 + I3) (A1 + CAa(§ + A1) + ED(1 + Ay)) ( )
J2.01 = —AXe(2L + [ + 1) ( )
Jo1,0 = La(—=EA1 4+ 28X2(C + A2) + 20 (1 + (A2)) ( )
Joan = —Ia (5.158)
7300 = EM (I3 — Io) ( )
J310 =&l ( )

et
Jg = f)\l)\g(l —2C + Al)()\l + fCl)YLCS (5.161)

ou &, ¢ et Y . sont définis aux équations (5.53, 5.56, 5.41) respectivement.

5.6.1 Dérivation des équations de contrainte

Pour obtenir les équations de contrainte du mécanisme, on doit établir que J, (Eq.
4.39) est égal a zéro seulement si les coefficients (Eqgs. 5.147—5.160) sont égaux a zéro

et que J; (Eq. 5.161) ne peut tendre vers U'infini.

La vérification pour J; est trés simple. En effet, puisque C; (Eq. 4.25) est borné entre
—A1 et Aj, et que Y .5 est lui aussi composé de valeurs qui représentent des longueurs
de membrures ainsi que des C et des variables qui permettent de changer de signe une

partie de I’équation (£ et (), il est clair que J; est borné.
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Pour J,, il est facile de conclure que l'on doit mettre tous les coefficients a zéro
puisque les Cy, S; et Y] s sont considérés comme indépendants entre eux pour toutes

valeurs de 6;.

Il ne reste plus qu’a trouver quelles sont les valeurs qui rendent les js ., égaux a

Z€ro.

5.6.1.1 Familles de solutions

Si une démarche similaire a celle de la section 4.3.1 est effectuée pour trouver les

familles de solutions des équations (5.147—5.160), on se retrouve avec trois familles.

La premiére famille de solutions contient les contraintes suivantes :

I, =0 (5.162)
I3 =1 (5.163)
IL,=-1 (5.164)
=0 (5.165)
La deuxiéme famille est définie par les équations suivantes :
1,=0 (5.166)
I3 =1 (5.167)
I, =—-1 (5.168)
A =1 (5.169)
1
Ao = 7z (5.170)

alors que la troisiéme se présente avec les équations suivantes :

I, =0
Iy =1
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Il ne faut pas oublier que chaque famille de solutions doit aussi respecter les con-
traintes qui proviennent de la simplification de Y;. On portera donc une attention

particuliére & la contrainte de 1’équation (5.55).

A la premiére famille de solution, seulement deux contraintes permettent de mettre
les trois équations a zéro. Cela est dt au fait que les équations j,, ne sont pas linéai-

rement indépendantes dans tous les espaces de solutions.

5.6.2 Analyse des familles de solutions

Il ne reste plus qu’a vérifier que les familles de solutions trouvées respectent les
contraintes de compensation statique et qu’elles respectent les domaines de validité des

différentes variables, comme mentionné a la section 4.4.

5.6.2.1 Analyse de la premiére famille de solutions

La premiére famille de solutions s’analyse de la méme fagon que la premiére famille
de solutions du cas général (Sec. 4.4.1) puisqu’elle posséde les mémes contraintes que
le cas général, avec ’ajout de la contrainte sur Ag (5.55). La contrainte sur Az n’affec-
tant pas la démarche qui démontre que cette famille est impossible, les mémes étapes

s’ensuivent pour démontrer que cette famille de solutions est impossible.

5.6.2.2 Analyse de la deuxiéme famille de solutions

Il est facile de démontrer que cette famille de solutions n’est pas une famille physi-
quement valide. Tout d’abord, on doit ajouter une contrainte supplémentaire pour que

I'équation (5.170) soit valide. Sachant que Ay est défini positif, on doit avoir que :
(=-1 (5.176)

Pour finir la démonstration, il ne reste plus qu’a substituer les équations (5.169,5.170
et 5.176) dans I'équation de Az (Eq. 5.55). Ce qui donne A3 = £2. Sachant que £ = +1
(Eq. 5.53), on se retrouve donc avec un mécanisme dont toutes les membrures auront la

méme longueur puisque les \; sont le rapport des longueurs sur la base du mécanisme
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(4.27). Si on se référe aux observations (5.1, 5.2), le mécanisme ne pourra étre compensé

dynamiquement.

On doit donc éliminer cette famille puisque le mécanisme ne pourra étre compensé

dynamiquement.

5.6.2.3 Analyse de la troisiéme famille de solutions

Pour analyser le troisiéme ensemble de solutions, on se reportera a la section 4.4.2,

qui présente 'analyse de la deuxiéme famille de solutions du cas général.

On peut se reporter a cette section puisque les contraintes sont les mémes. Les quatre
premiéres contraintes sont les mémes (Egs. 5.171—5.174 et 4.59—4.62) pour les deux
familles de solutions. Pour ce qui est de la derniére contrainte de la troisiéme famille
des Contraintes de Compensation Dynamique lorsqu’on sort un facteur de Yy (noté
M/B-Y¢s,) , si on la substitue dans la contrainte de A3 (Eq. 5.55), cette contrainte se
simplifie pour donner A3 = Ay ou A3 = Ay qui est la quatriéme et derniére contrainte du
cas général (Eq. 4.63). Ainsi, cette troisiéme famille de solutions n’est pas une nouvelle

famille mais correspond en fait au cas général ( M/B-G) étudié au chapitre 4.

Il est a noter que la variable ¢ n’affecte plus I’équation (5.55) lorsque A\; = 1 et
¢ = —1 puisque qu’elle est multipliée par zéro, c’est pourquoi aprés simplification

)\3 - )\2.

5.6.3 Discussion

Il était a prévoir que le cas ot ’'on sort seulement un facteur de Y; donne les mémes
solutions que le cas général. Cela s’explique facilement par le fait que ces deux ensembles

de contraintes possédent une racine carrée dans la relation entre Cy et 0.

Lorsqu’on veut mettre I’équation de J,, (Eq. 4.39) égale a zéro, le fait d’avoir une
racine carrée, qui doit étre considérée comme indépendante des C et Sy, fait en sorte
que tous les coefficients devant les termes contenant cette racine carrée doivent étre mis

a zéro car ils ne peuvent se combiner avec les autres termes de I’équation.



Puisque les CCD pour ces deux ensembles de solutions sont les mémes. On préférera

parler de I'ensemble de solution général ( M4/B-G).

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, de nouvelles familles de mécanismes & quatre barres équilibrés
dynamiquement ont été découverts. Ceci a été rendu possible par le fait que dans
certains cas, les équations de compensation statique de Berkof et Lowen [1969]| ne sont
pas nécessaires, tel qu’observé dans [Gosselin, 1997|. Ainsi, on dispose maintenant de 3
familles de solutions différentes qui pourront étre utiles dans la réalisation pratique de

mécanismes a quatre barres dynamiquement équilibrés.
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Chapitre 6

Discussions et observations

Dans les chapitres précédents, on a établi la théorie relative aux mécanismes a quatre
barres dynamiquement équilibrés. Dans ce chapitre, une discussion sur les propriétés des
mécanismes a quatre barres sera faite, pour permettre de faire ressortir des observations
qui seront pertinentes au développement de manipulateurs paralléles dynamiquement

compensés.

6.1 Meécanisme a quatre barres versus corps rigide

Une des caractéristiques intéressantes d’'un mécanisme & quatre barres dynamique-

ment compensé est le fait qu’il peut étre considéré comme un corps rigide. Cela vient
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F1G. 6.1 — Parameétres d’'un module fait d’'un mécanisme a quatre barres

du fait que ses parameétres tels que : la masse, le centre de masse ainsi que le rayon de

giration, sont constants.

Il est facile de voir que la masse est constante puisque méme si le mécanisme est en
mouvement, aucune piéce ni structure ne se sépare du mécanisme, si on fait abstraction
de l'usure. La masse totale du mécanisme sera simplement la somme des masses des

membrures. .
my = Z m; (6.1)
i=1

avec n égal & quatre pour un mécanisme a quatre barre.

Il est possible dans certain cas, que la base ait une masse nulle, si on considére que la
base fait partie de la structure sur laquelle on pose le mécanisme & quatre barres. Cette
approche sera particuliéerement utilisée lors de la conception de mécanismes paralléles.
A partir de maintenant, on considérera donc la base comme ayant une masse nulle. Une

autre facon d’exprimer ceci est de considérer seulement la masse des parties mobiles.

Pour ce qui est du centre de masse, par définition d’'un mécanisme a quatre barres
dynamiquement compensé, sa position doit étre constante car on utilise cette condition
pour établir les équations de compensation statique (Sec. 5.3). Le vecteur r; indiquant
la position du centre de masse du mécanisme a quatre barres sera donné par rapport
au point P; (Fig. 6.1). On peut donc écrire la position du centre de masse comme suit :

_ mur + mg (1; + r2) +ms (L1 +r3)
my

(6.2)

r;

avec r; défini par I’équation (4.94), 1; par I’équation (4.96) et 1;5 par I’équation (4.98).
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L’angle entre la base du module et le vecteur r;, défini du premier vers le second,

sera nomme ;.

Le rayon de giration par rapport au centre de masse du module sera défini par :

b \/(l{;f + | =y re][2)my + (k3 + || — 1o — 1y +1||2) me + (B3 + || — r3 — Lis + 1¢|?) m3
=
my

(6.3)

Pour avoir un module qui soit considéré comme un corps rigide, il faut donc que k;
soit constant pour toutes valeurs de ¢; ¢+ = 1,2,3. Si on prend directement 1’équation
(6.3) pour faire la vérification, cela devient trés difficile. Par contre, si on utilise le

théoréme des axes paralléles, on a :
ki =ki —r; (6.4)
avec

(K + lleall?)ma + (K3 + |4 + x2||?)ma + (k5 + |[Lis + r3|*)ms
my

2
kia =

(6.5)

ou ¢ est la norme du vecteur r,. Il ne reste plus qu’a vérifier que le terme k; ; —rayon de
giration par rapport au point P,—, est constant puisque 7; est constant. Ce terme peut
étre séparé en deux parties, une partie regroupant les termes constants et une autre

partie regroupant les termes comprenant les 6;, qui sont les seuls termes non constants.

kil = Kt,l,c + Kt,l,nc (66)

avec
Kiie= (kf+r])mi+ (k3 +75+13) mo+ (k3 +r3 + d°) ms (6.7)
Kt,lmc = 27’2[17712 COS (w2 - 91 + 92) + 27’3dm3 COS (wg + 93) (68)

Ainsi, le probléme de vérifier si k; était constant se simplifie et consiste a vérifier si
le terme K, est constant. Pour faire la vérification, il faut premiérement substituer
les valeurs des angles 05 et 03 (Eqs. 4.28, 4.29, 4.30 et 4.33). Par la suite, il ne reste plus
qu’a y substituer les contraintes formant les différentes familles de solutions. Ainsi, si on
y substitue les familles de solutions M/B-G et M/B-Ycp,, on obtient zéro. Lorsque les

contraintes de la famille de solutions M4B-Y¢p, y sont substituées, on obtient K . =
2ro (l% —lg)mz
I :



Puisque pour chaque cas, on obtient une valeur constante, on peut donc affirmer
que k; est constant. Cela implique qu’on peut considérer en partie un mécanisme a
quatre barres compensé dynamiquement comme un corps rigide puisque les paramétres
physiques du mécanisme sont tous constants. Par contre, la distance entre deux points

quelconques n’est pas toujours constante, ce qui est le cas pour un corps rigide.

6.1.1 Exemples de corps rigides

Dans la section précédente on a fait la démonstration théorique qu'un mécanisme
a quatre barres plan, compensé dynamiquement, peut étre considéré comme un corps
rigide puisque ses paramétres physiques sont constants. Pour faire suite a cette dé-
monstration, on donnera des exemples pour les différentes familles de solutions. Les
paramétres des différentes mécanismes seront calculés pour deux configurations diffé-

rentes.

Les paramétres donnés au tableau 6.1.1 permettent de construire un mécanisme
pour les différents famille de solutions. Pour chaque mécanisme & quatre barres, une
partie des paramétres sont choisis au hasard alors que les autres sont trouvés a 'aide

des contraintes de compensation dynamique (CCD).

Pour vérifier que les parameétres physiques du mécanisme sont toujours constants, on
doit faire la vérification pour plus d’une configuration (Tab. 6.1.1). On donne seulement
deux configurations dans cette section car la preuve formelle a déja été présentée de

facon théorique. Ces exemples ne viennent qu’appuyer la démonstration.

Les valeurs totales des mécanismes sont données au tableau 6.1.1. Pour chaque
parameétre, on ne retrouve qu’une valeur puisqu’on obtient les mémes résultats pour les
différentes configurations. Le mécanisme peut donc bien étre considéré comme un corps

rigide puisque ses parameétres sont constants.
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TAB. 6.1 — Exemples de mécanisme a quatre barres se comportant comme des corps
rigides . Le symbole * indique les variables calculées a 'aide des CCD des différentes
familles de solution. (Tab. A.2)

M4B-G | M4B-Yep, | M4B-Yep,
mi (kg) | 0.27 1 3.5
ms (kg) | 0.07 1 1
ms (kg) | 0.5 1 3.5
ky (m) 0.15 1.1 0.3
ko (m) 1.55495* | 0.368939* | 0.620484*
k3 (m) 0.51641* | 0.74162 * | 0.0319438"
r1 (m) 1 0.4 0.2
re (m) || 3.30804* | 1.84545" 0.4"
ry (m) | 0.46313* | 0.7 | 0.342857"
I, (m) 3.2 1.1 0.3
o (m) 15 2.9* 0.3*
l5 (m) 1.5* 1.1 0.9
d (m) 3.2" 2.9 0.9*
Y (rad) 27" T T*
Yy (rad) 27m* 0* T
s (rad T T 0*
€ + -17 1*

6.2 Discussion sur la position de ’actionneur

Lors de la vérification de la compensation dynamique a l'aide de la méthode de
Newton (Sec. 4.5.2.2), il peut sembler arbitraire de mettre ’actionneur entre la base et

la membrure 1.

TAB. 6.2 — Exemples de configurations de mécanismes a quatre barres se comportant

comme des corps rigides.

M}B-G M4B-Yeop, M4B-Yep,
Sol. 1 Sol. 2 Sol. 1 Sol. 2 Sol. 1 Sol. 2
0, (rad) | 0.261799 | 0.401426 | 0.261799 | 0.401426 | 0.261799 | 0.401426
0y (rad) || -0.151286 | -0.238601 | -0.307437 | -0.447799 | 2.62667 | 2.3687
05 (rad) || 0.413086 | 0.640026 | -0.569236 | -0.849225 | 2.88847 | 2.77013
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TAB. 6.3 — Parametres des corps rigides résultants.

MJB-G | M4B-Ycp, | M4B-Yep,

my (kg) | 0.84 3 8
re (m) || 249286 | 158182 | 0.24375
Wy (rad) 0 0 0

Ky (m) 1.5693 1.63975 0.493037

On démontrera que ce choix est tout a fait valable puisqu’il est possible de position-
ner 'actionneur a toutes les articulations (Points P;) et que ce changement n’affecte en

rien la dynamique du systéme.

Pour commencer, il faut se rappeler que toute équation représente la description
d’un phénomeéne physique avec ses causes et ses effets. En ce qui nous concerne les
causes possibles sont des forces et des moments et les effets sont : les déplacements, les

rotations, les vitesses, les accélérations, les déformations, etc.

A P'aide de I’équation du moment cinétique (Sec. 3.2), on décrit le comportement du
mécanisme autour d’un point. A la section 4.2.2, on demande que ce comportement ne
change pas en spécifiant que la dérivée du moment dynamique soit égale a zéro. Ainsi,
on ne fait aucunement mention des causes du mouvement, on se concentre sur les effets.
C’est une bonne chose puisqu’on ne peut controler et prévoir toutes les causes possibles.
Ainsi les équations de contraintes qui sont regroupées dans les familles de solutions
ne prennent aucunement en cause les forces et moments qui créent le mouvement,
seulement les effets de ces forces et moments. Ainsi la compensation dynamique du

mécanisme a quatre barres est indépendante de son actionnement.

C’est ce qu'on démontrera en changeant seulement 1’actionnement du mécanisme et

en vérifiant que le mécanisme est toujours dynamiquement équilibré.

6.2.1 Equation de Newton en 3D

Pour faciliter la vérification et aussi permettre seulement une série d’équations pour

I’ensemble de la vérification, les équations seront développées en 3D et certains termes
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seront ajoutés pour prendre en compte la possibilité que ’actionneur puisse étre posi-

tionné & différents endroits.

Les équations de forces seront les mémes que celles que 'on retrouve a la section
4.5.2.2, c’est-a-dire les équations (4.115, 4.117, 4.120) puisque I’actionnement ne génére

qu’un moment.

Pour les équations de moments, on prendra intégralement 1’équation (4.116). Puis-
qu’elle contient déja le terme Mp qui peut représenter ’actionneur ajouté au méca-
nisme alors qu’on ajoutera aux équations (4.118) et (4.121) un terme qui permettra de

représenter un couple moteur. Ce qui donnera :

M21 — M32 + 12 X F23 = Igag + ro X (mgacm’g) (69)
M32 + M3B + 13 X F23 = Igag + rg X (mgacm’g) (610)

oul My, est un moment exercé sur le membre 2 par le membre 1, M3, est un moment
exercé sur le membre 3 par le membre 2 et M3p est un moment exercé sur le membre
3 par la base. Ces moments peuvent provenir d’un actionneur que 'on intégre au mé-
canisme mais ils peuvent aussi provenir du fait que le mécanisme est dans un espace
en 3D. Ces moments serviront & établir une certaine stabilité au mécanisme car on
veut seulement qu’il bouge dans le plan XY. Pour solutionner le systéme d’équations
on procédera de la méme maniére qu’a la section 4.5.2.2. C’est-a-dire qu’on donnera
des valeurs pour la position, la vitesse et l'accélération du membre d’entrée et qu’on
trouvera la valeur du moment que doit générer I'actionneur pour obtenir ces valeurs.
Il est a noter que la position, la vitesse et 1’accélération des autres membrures sont

calculées a l'aide des équations de la section 4.2.1.

6.2.2 Ajustement des équations

Avant de solutionner les équations, il faut vérifier si le systéme est statiquement
déterminé. Si on regarde simplement le nombre d’équations (18) et le nombre d’incon-
nues (24). On remarque qu’il y a plus d’inconnues que d’équations. Cela indique que le
probléme est surdéterminé ou qu’il est possible d’éliminer certaines variables dues a la
configuration physique du systéme. Pour écrire les équations d'une fagon générale on

a donné la possibilité a chaque articulation de supporter des moments selon les trois
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axes, ce qui n’est certainement pas nécessaire. On sait que des articulations rotoides
peuvent supporter des moments que selon deux axes. Il faut donc analyser le méca-
nisme pour vérifier s’il est possible d’éliminer des variables et ainsi avoir un mécanisme

statiquement déterminé.

Pour avoir un mécanisme stable et statiquement déterminé, on doit avoir le nombre

d’équations égal au nombre d’inconnues.

Si on pose un actionneur sur 'articulation P, elle supporte un moment selon les trois
axes. Avec cette contrainte la membrure un est fixée statiquement. Les articulations P,
Py et P3 (Fig. 3.1) ne pourront avoir de moment selon I'axe Z puisqu’elles posseédent
des articulations rotoides selon cet axe et une articulation rotoide ne peut soutenir

aucun moment. Ainsi trois variables sont éliminées soient les composantes selon 'axe

7 des variables M5, M3 et M3p.

On se rappelle que le mécanisme a quatre barres est un mécanisme fermé. On doit

donc ajouter trois autres équations de contraintes soit :
L+lh=lLs+1; (6.11)

ot 1; est défini a I’équation (4.96) et 15 & I'équation (4.98).

Ainsi si on refait le compte, on a 21 équations et 24 variables dont on peut enlever
3 composantes en Z. Ce qui donne 21 — (24 — 3) = 0, on obtient donc, un ensemble

d’équations statiquement déterminées.

Lorsque le moteur sera positionné sur une autre articulation, on pourra refaire
le méme cheminement pour obtenir un mécanisme stable et on s’apercevra qu’il est
toujours possible d’éliminer six variables et avoir un mécanisme stable et statiquement

déterminé.

6.2.3 Exemples

Dans les sections précédentes de ce chapitre, on a fait des énoncés et on a apporté
une preuve théorique. Dans cette section, on illustrera le résultat avec des valeurs

numériques.
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Les dimensions du mécanisme qu’on va utiliser se trouvent dans le tableau 6.4. Ce

mécanisme est un mécanisme compensé dynamiquement de la famille M4B-G.

TAB. 6.4 — Variables définissant un mécanisme & quatre barres, * variables calculées &

l’aide des solutions valides de la section 4.4.2

Variable | Membre 1 | Membre 2 | Membre 3
l; (m) 3 0.7 3"

m; (kg) 0.3 0.01 1

r; (m) 0.01 0.77 % 0.0077 *
k; (m) 0.0001 0.918205* | 0.0593355 *
¥ (rad) 27 * 2m* T*

Pour faire la preuve que la position de ’actionneur n’a aucune importance sur la
compensation dynamique d’un mécanisme & quatre barres, on donne une configuration
au mécanisme en définissant la valeur de 'angle 6;. On spécifie aussi la vitesse et
laccélération angulaire de la membrure un (Tab. 6.5). Ainsi la seule différence sera
le positionnement de 'actionneur qui permet d’engendrer les vitesses et accélérations
données plus haut. Finalement la vérification sera établie en regardant la somme des
forces et des moments sur la base (Eqs. 4.122 et 4.123). Si la somme reste a zéro, pour
les trois configurations, on aura une preuve de plus que la position des actionneurs
n’influence pas les propriétés et contraintes qui permettent a& un mécanisme d’étre
compensé dynamiquement. Il est & noter que, pour I’équation (4.123) le moment généré

par 'actionneur est un des M; ot ¢ est égale a 1, 2 ou 3 selon la configuration analysée.

TAB. 6.5 — Variables définissant le comportement dynamique du mécanisme & quatre

barres, * variables calculées & 1’aide des solutions valides de la section 4.2.1

Variable Membre 1 | Membre 2 | Membre 3
6; (rad) T -1.04078 * | 1.48958 *
0; (rad/s) 0.401 | -2.58378 * | 2.98478 *
f;(rad/s)? || 1.16937 | -31.9782* | 33.1476 *

Dans le tableau 6.6, on retrouve les forces internes et externes calculées pour diffé-
rentes positions de 'actionneur. Pour la configuration 1 I’actionneur est situé a ’articu-

lation reliant la base & la membrure 1 (Py). A la configuration 2 I’actionneur est monté
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sur larticulation reliant les membrures un et deux (P) alors qu’a la configuration 3

I'actionneur est installé a articulation entre la base et la membrure 3 (P3) (Fig. 3.1).

TAB. 6.6 — Forces et Moments en fonction de la position de ’actionneur

Variable Configuration 1 Configuration 2 Configuration 3
Fp (N) | 0.3163,-1.3503|T | [ 0.4432, 0.2096]" | [-0.3686,-0.1814]
Fpz (N) [-0.3163, 1.3503]7 | [-0.4432,-0.2096]7 | [ 0.3686, 0.1814|
Fi» (N) | 0.3143,-1.3474|T | | 0.4413, 0.2125]7 | [-0.3706,-0.1785]"
F3, (N) [-0.0563, 1.3980]7 | [-0.1833,-0.1619]" | [ 0.6286, 0.2291|"
M,; (Nm) 4.0509 — —

M, (Nm) — -0.6287 —

M; (Nm) — — 0.5442

Fp (N x10719) [ 0.5551, -2.2204]T | [-0.5551, -2.4980]% | [0.5551, -2.2204]7
M, (Nm x107'%) 0.8882 -2.6645 3.6637

Si on insére les valeurs trouvées pour les trois configurations dans les équations 4.122

et 4.123), on trouve la valeur recherchée pour les deux équations, c’est-a-dire zéro.

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a fait ressortir des propriétés fondamentales des mécanismes
a quatre barres équilibrés dynamiquement. La propriété principale est que de tels mé-
canismes se comportent dynamiquement comme des corps rigides. Ce résultat est trés

important puisqu’il permettra de bien comprendre 1'utilisation de mécanismes a quatre

barres pour la synthése de mécanismes paralléles dynamiquement équilibrés.
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Chapitre 7

Compensation dynamique appliquée

aux mécanismes a cing barres

Dans les chapitres précédents, on a vu qu’il est possible d’obtenir des mécanismes
a quatre barres plans dynamiquement équilibrés sans utiliser de composantes addition-
nelles comme des contre-rotations. Ce résultat est nouveau et fort prometteur pour le
développement de mécanismes paralléles équilibrés dynamiquement. Dans le présent
chapitre, on utilisera la méme approche afin de déterminer s’il est possible d’obtenir
des mécanismes a cinq barres dynamiquement équilibrés. En effet, si ceci est possible,
on pourrait alors obtenir des modules plans a deux degrés de liberté dynamiquement

équilibrés.
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7.1 Equation du moment cinétique des mécanismes

a cinq barres

Puisque les mécanismes a cinq barres (Fig. 7.1) sont des mécanismes plans, 1'équa-

tion (2.2) peut étre écrite de fagon scalaire pour simplifier son utilisation, ce qui donne :

4
i=1

avec

x1 = rycos (61 + ) (7.2)
y1 = risin (61 + 1) (7.3)
xo = Iy cos Oy + 13 cos (O + 1h9) (7.4)
Yo = 1y sin @y + rosin (O + 1)9) (7.5)
x3 = d + 1y cos8y + r3cos (05 + 13) (7.6)
Y3 = lgsinfy + rysin (63 + 13) (7.7)
xy = 1408 (04 + 1y) (7.8)
ys = rgsin (04 + 1) (7.9)

8

0,0)

Fi1G. 7.1 — Mécanisme a cinq barres

Pour adapter ’équation précédente (Eq. 7.1) aux mécanismes a cing barres com-
pensés statiquement, on suivra la dérivation faite dans la section 3.2 qui s’inspire de la
dérivation faite par Berkof et Lowen [1971b].
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La premiére étape, avant de commencer les simplifications, est de remplacer les
valeurs de z;, y; et @;, y;, pour avoir une équation en fonction des angles et des longueurs

du mécanisme.

F1G. 7.2 — Géométrie du mécanisme & cinq barres.

Puisqu’on veut avoir une équation en fonction des variables articulaires. On remplace
dans 'équation obtenue certaines valeurs de sin (6; — 6s), cos (6 — 65), sin (65 — 0,)
et cos (A3 — 0,) par une valeur obtenue en utilisant des équations (Eq. 7.10-7.13) qui

décrivent la géométrie d'un mécanisme a cinq barres (Fig. 7.2). On a :

7= sin(6y —0) =mnsinb +vsin (6, — 0y) + psin (0, — 03) (7.10)

Ty = cos(0; —0y) + X =mncosby +vcos(0y —04) + pcos (0; — 03) (7.11)

Fl = sin (93 — 94) = Q sin 94 + é sin (91 — 04) + l sin (92 — 94) (712)
u [ f

Iy= cos(5—0,)+% = ~ 7 cos 04 + A cos (01 — 04) + 1 cos (6 — 0,) (7.13)
7 7

a %

ou A, v et v sont données aux équations (3.10, 3.11 et 3.12) alors que 7 est égale a ﬁ—;‘

Pour utiliser les mémes étapes que dans la section 3.2, on introduit de nouvelles

variables (Eq. 7.14 et 7.15) qui serviront a remplacer des valeurs de 3 cos 1) et r3 cos 3.

9 COS 13 =1h cos b + lo (7.14)
308 Y3 =1y cosy + I3 (7.15)



On remarque que dans I’équation du moment cinétique, on retrouve des termes qui
ressemblent aux termes de I’équation (3.15). Puisqu’on soupgonne que le mécanisme se
comporte de la méme facon, on fera sortir le méme genre de termes, quitte a devoir les
ajouter. On se retrouve donc avec :

H, = [ml (/ff + r%) — I1rhms cos wé)\} 01 + M (k:g + 73 — lory cos wg) Oy+

. vl .
ms (k3 + r3 — lgrs cos ) 03 + |my (ki +17) — laryms cos wép 0,4+

V4+W (7.16)

ou

. 1 .
V= {m2l1r27'291 + mgll’l“g <’7‘2 — A + X) 92+

mars |:l3 + l4 (FQ - Z) + d cos 93:| cos ¢3 93“—
p €os Py

Slw 94} oS 1y (7.17)

[myrad cos 4 cos 1y + msly (r3l's cos s + d cos 0,)] -
2

. . ) . . . sin
W = {’ITLQllTQTl <91 -+ 92) — Mma3rs [d S1n ‘9393 —+ l4F1 (93 —+ 94):| -~ 33 —
2
m47"4d sin ‘94 S%n w4 94} sin ¢2 (7 18)
sin 1y

7.1.1 Utilisation de la compensation statique

On peut trouver dans la littérature [Jean et Gosselin, 1996 les équations qui aménent
I'obtention d’un mécanisme & cing barres compensé statiquement. Celles-ci sont don-
nées aux équations (7.19) a (7.24). On remarquera que les quatre premiéres équations
sont les mémes que celles données aux équations (4.5-4.8). Puisque ces quatre équa-
tions sont équivalentes a celles trouvées par Berkof et Lowen [1969], le choix des six

équations indépendantes a utiliser se fera dans un ensemble de dix équations.
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mMaoTo ll sin 'l/)g

miry sin ¢1 - ] =0 (719)
2
m2r2l1 COS ¢2
mq71 COS ¢1 + m2l1 — l— =0 (720)
2
[ si
w + marssindy = 0 (7.21)
2
mg’f’glg COS lpg
— + marscosiz =0 (7.22)
2
L si
%Sm% + myrysiniyy, =0 (7.23)
2
[
w —+ m3l4 + myTr4 COS ¢4 =0 (724)

s

7.1.2 Simplification de la variable VV du moment cinétique

Le but de cette section se résume a simplifier V' (Eq. 7.17), qui représente une partie

de I'équation du moment dynamique (Eq. 7.16).

On peut utiliser les équations de contraintes du mécanisme a cinq barres (Eq. 7.25

et 7.26) pour éliminer les variables 92 et 93.

[y cosby + Iy cosy = d + 1y cos Oy + I3 cos b3 (7.25)
ll sin 91 + l2 sin 92 = l4 sin 94 + lg sin 93 (726)

Pour éliminer 65, on utilisera la dérivée des équations (7.25) et (7.26) qui seront
multipliées par sin 03 et cos 03 respectivement. Par la suite, on substitue les expressions
de cos 6, et sin #, obtenues a partir des équations de contraintes, ce qui permet d’obtenir
0 en fonction des variables auxquelles on s'intéresse. Une méthode similaire est utilisée

pour obtenir 6;. Ce qui donne :

Asin (0; — 03) 6, + vsin (65 — 64) 6,
— -
_)\7‘16"1 — v [Asin (0 — 0) — ul'y + nsin 4] 0,
B HT3

2

(7.27)

05 (7.28)
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Lorsque c’est fait, on peut substituer les expressions de cos s et sin 6y, obtenues
directement des équations (7.25) et (7.26), dans ’équation de V. Une des derniéres
étapes consiste a remettre dans 1’équation les valeurs de 71, 7, 73, I'1 et I'y données aux
équations (7.10-7.13). Pour finir, on utilise I’équation (7.29), provenant des équations
(7.25) et (7.26) lorsqu’on isole cosfy et sinfy pour, par la suite, les mettre au carré et

les additionner,

"+ N2+ p? % — 1 =2\ cos (0, — 03) + 2 v cos (0 — 0,) —
2uv cos (03 — 04) + 2nA cos 0 — 2np cos s — 2ny cos By (7.29)

on s’apercoit alors que :
V=0 (7.30)

7.1.3 Simplification de la variables W du moment cinétique

Le but de cette section se résume a simplifier W (Eq. 7.18), qui représente une

partie de I’équation du moment dynamique (Eq. 7.16).

La premiére étape consiste a substituer les équations (7.27) et (7.28) dans I’équation
(7.18). Par la suite, on peut remplacer les valeurs de 71, 7, 73, I'1 et I's données aux
équations (7.10-7.13) dans I’équation du moment dynamique. Pour finir, on remplace les
valeurs de cos 6, et sin 6, trouvées a ’aide des équations de contraintes, dans ’équation

du moment dynamique (Eq. 7.16).

On obtient finalement :

. I .
W = 2[17’27712 sin lpg sin (‘91 - 92) 91 + 213l—47‘2m2 sin lpg sin (93 — 94) 94 (731)
2

7.2 Equation du moment cinétique des mécanismes

a cing barres compensés statiquement

Si un mécanisme a cinq barres est équilibré statiquement, I’équation de son moment
dynamique se présente sous une forme trés similaire & I’équation d’un mécanisme a

quatre barres.
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Si on utilise les équations de compensation statique (7.20), (7.22) et (7.24) pour
éliminer les variables supplémentaires qu’on avait introduites (Eq. 7.14 et 7.15). On se

retrouve avec :

4
H(] = Z Izez + Ia sin (91 — 92) 91 + Ib sin (93 - 94) é4 (732)
1=1
ou

I; = (k4 r} — ril; cos ;) my (7.33)
Ia :2l17’2m2 sin ’QDQ (734)

l
I, :2lgl—4r2m2 sin 1, (7.35)

2

Il est & remarquer que la variable I; n’est pas le moment d’inertie de la membrure ¢
méme si 'équation (7.32) peut porter a confusion, cette variable ne sert qu’a regrouper
un ensemble de constantes provenant des différentes membrures et qui sont multipliées

par le méme facteur.

7.3 Equation du moment cinétique en fonction des

variables d’entrée

Maintenant qu’on connait I’équation du moment cinétique (Eq. 7.32), il ne reste
plus qu’a trouver une équation en fonction des variables d’entrée (0; et ;) et de vérifier

que le moment cinétique est constant.

A T'aide des équations de contraintes (7.25) et (7.26), il est possible d’éliminer plu-
sieurs variables. Une des premiéres étapes pour obtenir I’équation en 6, et 64 consiste a
se départir des dérivées par rapport au temps de 6, et 63. Ceci peut étre fait en dérivant
les équations de contraintes, ce qui donne deux équations en fonction des deux variables

recherchées. On peut donc isoler 05 et 65 de ce systéme d’équations. Ce qui donne :

(O35, — C1.53) 0 + (C4S5 — C354) 04
C355 — C3.9,

(0251 - 0152) 91 + (0452 - 0254) 94
CySs — C55,

92:

(7.36)

05 = (7.37)
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avec
C; = Ncosb;, 1=1,2,3,4 (7.38)
S, = \sinf;, i—=1,23,4 (7.39)
(7.40)

ou
A = % i=1,234 (7.41)

De plus, a l'aide des équations de contraintes (7.25) et (7.26), il est possible d’ex-

primer C5 et S en fonction de 61, 05 et 0,.

C3=C1+Cy— (1+Cy) (7.42)
Sg = Sl + Sg - (54); (743)

En utilisant 'identité trigonométrique C?+S2 = A? et les équations (7.42) et (7.43),
on trouve la relation qui permet d’exprimer sin 6, en fonction de 6;, 64 et cosf,. Cette
équation se présente comme suit :

—[Ay = CL(1+Cy) +Co (—1+C, — Cy) + Cy — 515
S;— S,

Sy = (7.44)

avec
IR P PP eV

2

Ay (7.45)

Puisqu’on connait maintenant la valeur de S5, on peut obtenir la valeur de Cs en
fonction de 0; et 6, a l'aide de l'identité trigonométrique C? 4+ S? = A\? et de 1’équation
(7.44). Ce qui donne :

0=~ o
avec
Y, =+ /B2 — 4B, B, (7.47)
By=—2(14+Cy)C1 — 25,8, +20, + A2+ A3 +1 (7.48)
By =2 [—(1+Cy)CT+ (=5184+ C; +3Cs 4+ Ay + 1) Cy + (1 + Cy) S1 84—
C; — (14 As) Cy — A (7.49)

By = (20 +2C4 + A3 — A1+ 1) Ci+
2[(1+Cy) 8181 — CF — (14 Ag) Cy — D] C1+2 (=Cy + A3 — Ag) S1S4+
(1= AT+ A3) CF + 2050, + A — AIAS + ATA] — AN (7.50)
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7.4 Obtention de I’équation en fonction des variables

d’entrée

Si on substitue dans ’équation (7.32) les valeurs de 92, 93 (5, S3 Sy et (5 définies
aux équations (7.36), (7.37), (7.42), (7.43), (7.44) et (7.46), on obtient :

w1l + J, 40
Hy = [J 101+ Jng 4] (7.51)
Ja
ou
5 .
Jox = inC (7.52)
=0
5 .
Joa = GiaC} (7.53)
=0
Y;
J, = A1 Ao A3 Y5 (7.54)

2 (sin#y — sinby)

ou les coefficients j; ; sont fonctions de la variable 64 et des paramétres dimensionnels

du mécanisme.

On regardera seulement les j;; et j;4 pour lesquelles on retire de l'information

importante. C’est pourquoi notre attention se porte sur jsi et js4

51 =32M3M4 1,8y [2CF + 40T + Cu(3 — A) — A + 1] (7.55)
js,a =8Ai1AalySy [8CE 4 12C7F 4 2C4(3 — 2A3) — 3A] + 1] (7.56)

Pour que j51 et js4 soient égaux & zéro pour toutes valeurs de 6; et 6,, sachant que

les \; sont définis semi-positifs, if faut que I, et I, soient égaux a zéro.

On laissera de coté, pour I'instant, les autres coefficients puisqu’il est plus simple de
redériver I’équation (7.32), en sachant que I, = 0 et [, = 0, et ainsi obtenir des coeffi-
cients beaucoup plus simple, ot I'on pourra facilement voir les conditions d’équilibrage

dynamique.
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I ne faut pas oublier de vérifier le comportement de I’équation (7.51) pour toutes
valeurs de 6, et 6,. Cette vérification se fera lorsqu’on connaitra les conditions d’équili-
brage car, on pourra substituer ces contraintes dans I’équation (7.54), ce qui, stirement,

simplifiera I’équation et ainsi son comportement sera plus facile & analyser.

7.5 Obtention de I’équation en fonction des variables

d’entrée lorsque [, = I, =0

Si on reprend ’équation (7.32) avec I, = I, = 0 et qu’on substitue les valeurs de
0y, 03, Cs, S, Sy et Cy données aux équations (7.36), (7.37), (7.42), (7.43), (7.44) et

7.46). On se retrouve avec ’équation suivante :
q

(7.57)

K, 191 + K, 494
H, = ’ ’

avec

3 1 3 1
Kn,= Z (of Z Si Z cr Z S (e + biji1Ya) (7.58)
i=0  j=0 k=0  1=0

3 1 3 1
Kna =MAoAs)y Z Ci Z SY Z o Z Sy (aijina + bijiaYa) (7.59)
i=0 j=0 k=0 1=0
Kg=4(S1 — Sy)(1 — 2C, +2C, — 20,04 + X2 + A2 — 25,5y) (7.60)

Puisque cette équation peut devenir assez volumineuse, on ne donnera que les coeffi-
cients qui présentent un intérét pour cette dérivation (tous les coefficients sont données

en annexe D).

Le but de cet exercice est de mettre le numérateur de l'équation (7.57) & zéro.
Puisque les variables 6, 61, 0, et 6, sont indépendantes, il faut que les variables K1
et K, 4 soient égales a zéro. Ceci implique que les coefficients a;jx1, bijir1, @ijria €t
bijra doivent étre égaux & zéro puisque les combinaisons cos’ 6 sin? 0 cos® 0 sin' 6,Y;",
1 =20,1,2,3; 7 =0,1; k =0,1,2,3; ] = 0,1 et m = 0,1 sont toutes indépendantes
les unes des autres, si on considére qu’on veut que cet énoncé soit vrai pour toutes

valeur de [; ¢ = 1,...,4 et d. Comme on le démontrera plus tard, il est possible
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de simplifier la variable Y5 pour faire disparaitre sa racine carrée pour des valeurs
spécifiques de l; ©=1,...,4 et d. Si cela se produit, les cosinus et sinus de Y5 pourront
se combiner avec les autres cosinus et sinus pour donner des ensembles de coefficients qui
ne seront pas indépendants. Mais pour l'instant, on veut obtenir une solution générale

c’est pourquoi, on considére que tous les coefficients sont indépendants.

L’ensemble de coefficients, présentés aux équations (7.61), (7.62) et (7.63), sont des
coefficients ot il est tres facile de trouver les parameétres qui permettent de vérifier la
contrainte. De plus, ces équations présentent un ensemble de solutions qui met tous les

coeflicients a zéro.

ason01 =4(—1 + I3) (7.61)
bioog =—20L —Ih— I3 (7.62)
booto,1 =211 (7.63)

Ces équations donnent la famille de solution (noté M5b-1)

I, =0 (7.64)
I, =0 (7.65)
I, =0 (7.66)
I, =0 (7.67)
I3 =0 (7.68)
I, =0 (7.69)

7.6 Analyse de la famille de solution M5b-1

Il faut vérifier que la famille de solutions données présente un ensemble de con-
traintes qui peuvent étre vérifiées lorsqu’on donne des valeurs aux variables. Il faut se
rappeler que les [;, m; et d sont définies positives alors que les r; sont définies semi-

positives.

L’ensemble de contraintes qu’on doit vérifier se compose des équations (4.2), (4.4),
(7.19), (7.20), (7.23) et (7.24). On a choisi de prendre des équations dans les deux
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séries de contraintes car celles données par Berkof et Lowen [1969] sont trés simples
mais certaines introduisent de nouvelles variables. On a donc choisi celles qui étaient
simples et qui n’ajoutaient pas de contrainte, pour les équations restantes. On a choisi
celles qui formaient un ensemble indépendant dans le choix que Jean et Gosselin [1996]

proposaient.

Pour statuer que la famille de solutions est valable, il faut vérifier que les contraintes

soient respectées ou lorsqu’utilisées, elles donnent des équations possibles.

Pour vérifier I’équation (7.64), il y a trois possibilités qui sont :

ou
Wy = 2nm (7.71)

ou
Yo = (2n+ )7 (7.72)

Pour simplifier la démonstration on introduit la valeur de 13 donnée a I’équation
(4.4) dans les équations de la famille de solutions Mbb-1 et I'on vérifie les possibilités

trouvées.

Si on utilise I’équation (7.70) comme solution possible, on remarque que 1’équation
(7.67), donne I, = k2my = 0. Ce qui est impossible avec les définitions données plus
haut.

Il faut donc se tourner vers les solutions restantes. Si on substitue 1’équation (7.71)

dans (7.68), on trouve I3 = mg (k3 + l3r3 + r5) = 0. Ce qui est impossible.

Si cette famille de solution est valide il faut donc que I’équation (7.72) donne des
valeurs possibles lorsqu’on l'utilise. Ce qui n’est pas le cas puisque 1’équation (7.67)
devient Iy = my (k2 + lyro +73) = 0. Ce qui, comme on 'a constaté pour les deux

autres cas, est impossible.
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Puisqu’il est impossible de compenser dynamiquement un mécanisme a cing barres
sans ajouter d’éléments mécaniques supplémentaires ou de contrainte sur les dimen-
sions. On devrait donc se tourner vers ces autres voies si I’on veut compenser le méca-

nisme.

Ces ajouts devront faire en sorte que les équations qui étaient impossibles deviennent

possibles, d'une certaine fagon cela permet d’orienter la recherche de nouvelles solutions.

7.7 Analyse de la validité de ajout de

contre-rotations

Dans la section 7.6, on s’est apergu qu’on ne pouvait obtenir un mécanisme compensé
dynamiquement seulement en changeant les parameétres physiques du mécanisme tout
en gardant le mécanisme le plus général possible. Puisque cela est impossible, on tentera
d’établir dans cette section le nombre minimal de contre-rotations qu’il faut ajouter au

mécanisme pour réussir a le compenser dynamiquement.

Les contre-rotations qu’on veut ajouter au mécanisme seront des plus simples. Ces
contre-rotations seront entrainées par une des articulations, ainsi leur vitesse sera pro-
portionnelle & une des vitesses ;. Cela restreint les possibilités mais permet de garder

le mécanisme le plus simple possible.

7.7.1 Analyse de la validité de ’ajout d’une contre-rotation

Plusieurs choix s’offrent lorsqu’on veut ajouter une contre-rotation. Si on regarde
I'équation (7.32), on s’apergoit qu’on peut associer une contre-rotation a quatre va-
riables différentes soient 6; i =1,...,4. Si on pose une contre-rotation sur I'articula-
tion un (Fig. 7.1), cela affectera seulement la variable I; et non la variable I,, car la
variable I, peut étre considérée comme indépendante de I, et n’est affecté que par une

variation de 91, 01 et 0,.
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Cela s’explique aussi par le fait qu’on peut voir ’équation comme ceci.

4
Hy =Y " Lif; + Iysin (61 — 02) 61 + I,sin (65 — 04) 05 + Ion8; (7.73)

=1
=1i60; + L;60; + L6y + (I, — I1,)6; + I, sin (6, — 05) 0 + Isin (65 — 6,) 6,
:Iﬂ, + [jéj + [kﬁk + [{91 + [a sin (91 — 92) 91 + [b sin (93 — 94) 94

oui,j,k,l € [1,2,3,4] avec aucun élément qui se répéte deux fois.

Avec cela, on se rend compte que les équations des familles de solutions restent
valides. L’ajout d’une contre-rotation sur 'articulation ¢ ne fait que remplacer le I;
correspondant par I/ = I; — I.... Cela s’explique aussi par le fait que la contre-rotation
est entrainée par l'articulation i. Ainsi, sa vitesse se trouve a étre proportionnelle a la

vitesse de rotation de la membrure, qui est dans ce cas-ci la membrure .

Une fagon longue d’aborder le probléme serait de mettre une contre-rotation sur
chaque articulation et de regarder l'effet sur chaque équation de contrainte. Si on ca-
nalise nos efforts, on s’apercoit qu’il est nécessaire de faire la vérification pour une
contre-rotation sur 0y et 05 seulement. A la section 7.6, on s’est apercu que seulement
les équations (7.67) et (7.68) étaient impossibles avec les valeurs trouvées et que chan-
ger les équations Iy =0en [; — I, =0 ou I =0 en Iy — I, = 0 ne modifiera pas la

valeur des équations qui causent des problémes.

7.7.2 Ajout d’une contre-rotation sur la deuxiéme articulation

Avec 'ajout d’une contre-rotation sur la deuxiéme articulation I’équation (7.67) de

la famille de solutions M5b-1 sera transformée pour inclure une contre-rotation :
Ih—1,=0 (7.74)

Ce qui donnera la famille de solutions suivante (noté M5b-Cr-I,) comprenant les équa-
tions : (7.64-7.66, 7.68, 7.69 et 7.74).

Pour vérifier si cette famille de solutions est valide, on utilisera la méme démarche
que celle effectuée a la section 7.6. Ainsi pour 'équation (7.64), les trois possibilités
seront celles données aux équations (7.70), (7.71) et (7.72). Encore une fois, on simpli-

fiera les équations en introduisant la valeur de 13 donnée par I’équation de contrainte



(4.74). Si on substitue la valeur de ry donnée par I’équation (7.70) dans les équations de
la famille de solutions et aussi dans les équations de contraintes, on remarque que les
équations (7.66) et (7.20) sont incompatibles puisque pour qu’une des équations (Eq.
7.75) soit valide cos; doit étre plus grand que zéro alors que pour l'autre équation

(Eq. 7.76) cette valeur doit étre plus petite que zéro.

Iy =my(ki+7? —liricosepy) =0 (7.75)
lllgmg + Tllgml COS ’le =0 (776)

Si on substitue I'équation (7.71) dans (7.68), on trouve I3 = mg (k3 + lsrs +13) = 0.

Ce qui est impossible.

Si on utilise la valeur de I’équation (7.72) dans les équations de la famille de solu-
tions, on s’apergoit que les équations (7.66) et (7.19) sont incompatibles car elles ne

pourront jamais étre simultanément égales a zéro (Eq. 7.77, 7.78).

Iy = my (k3 + 72 — Iy cos ) =0 (7.77)
lllgmg + llmg’f’g + lgml’l“l COS ¢1 =0 (778)

Puisque cette famille de solutions n’admet aucune solution possible, on devra regar-
der pour une autre alternative. C’est-a-dire mettre la contre-rotation sur la troisiéme

articulation.

7.7.3 Ajout d’une contre-rotation sur la troisiéme articulation

Avec l'ajout d'une contre-rotation sur la troisiéme articulation 1'équation (7.68) de

la famille de solutions M5b-1 sera transformée pour inclure une contre-rotation :
Is—1.,=0 (7.79)

Ce qui donnera la famille de solutions suivante (noté M5b-Cr-I3) comprenant les équa-

tions : (7.64-7.67, 7.69 et 7.79).

Pour vérifier si cette famille de solutions est valide, on utilisera la méme démarche

que celle effectuée a la section 7.6. Ainsi pour I’équation (7.64), les trois possibilités
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seront celles données aux équations (7.70), (7.71) et (7.72). Encore une fois, on sim-
plifiera les équations en introduisant la valeur de 13 donnée a ’équation (4.74). Si on
substitue la valeur donnée a 'équation (7.70) dans l'équation (7.67), on se retrouve
avec I, = k3my = 0 ce qui est impossible sachant que les variables sont définies posi-
tives. Pour la valeur de donnée a I’équation (7.71), c’est 'incompatibilité des équations
(7.24) (Iolyms + lymory + lamyrycostpy = 0) et (7.69) (my(k3 + r? — lyrycosyyy) = 0)
qui démontre 'impossibilité de cette solution. Tandis que pour la solution donnée a
I'équation (7.72), c’est I'équation (7.67) qui présente 'impossibilité car elle est égale a
Iy = (kimy + larg +13) = 0.

Ce résultat permet d’affirmer qu’il n’est pas possible d’équilibrer dynamiquement

un mécanisme a cinq barres seulement en jouant avec les parameétres physiques et une

contre-rotation, lorsque la vitesse de rotation des entrées n’est pas constante.

7.7.4 Analyse de la validité de ’ajout de deux contre-rotations

Puisqu’il n’est pas possible d’équilibrer le mécanisme a I’aide d’une contre-rotation,

on se doit d’essayer d’en ajouter une autre.

Plusieurs possibilités de positionnement existent pour ’ajout de deux contre-rotations.

Pour trouver ot mettre les contre-rotations, on peut regarder quelles sont les équations
qui deviennent impossibles dans les sections précédentes. Comme précédemment les
équations I = 0 et I3 = 0, deviennent impossibles dans certains cas, on doit donc

essayer de les garder valides en leur ajoutant une contre-rotation, tour a tour.

De plus, lorsqu’on met une contre-rotation sur 'articulation deux, on remarque que
I'équation (7.66) et I’équation (7.20) sont incompatibles et on peut essayer de lever
cette incompatibilité en ajoutant une contre-rotation a l’articulation un. De méme que

I'impossibilité de I’équation (7.68) peut étre levée par 'ajout d’une contre-rotation.

Lorsqu’on met une contre-rotation sur 'articulation trois, ce sont les équations

(7.69) et par la suite I'équation (7.67) qui sont impossibles lorsqu’on essaie les solutions
g = 2nm et 1y = (2n + 1)7.
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On aura donc trois cas a traiter, soit ajouter deux contre-rotations. Une sur I'arti-
culation deux et 'autre sur ’articulation un, une sur I'articulation deux et la deuxiéme

sur 'articulation trois et pour finir une contre-rotation sur I'articulation trois et quatre.

7.7.4.1 Ajout de contre-rotations sur les articulations un et deux

Avec 'ajout de deux contre-rotations, une sur la premiére et une sur la deuxiéme
articulation, les équations (7.66) et (7.67) de la famille de solutions M5b-1 seront trans-

formées pour inclure les contre-rotations :

Il — lepl — 0 (780)
Ig - ICTQ . 0 (781)

Ce qui donnera la famille de solutions suivante (noté M5b-Cr-I; 5) comprenant les équa-

tions (7.64, 7.65, 7.68 et 7.69, 7.80, 7.81).

Pour vérifier si cette famille de solutions est valide, on utilisera la méme démarche
que celle effectuée a la section 7.6. Ainsi pour I’équation (7.64), les trois possibilités
seront celles données aux équations (7.70), (7.71) et (7.72).

Encore une fois, on simplifiera les équations en introduisant la valeur de 15 et la

valeur r3 données aux équations (4.74) et (4.73).

Si on substitue I'équation (7.70) dans (7.69) et (7.24), on se retrouve avec une

impossibilité puisque ces équations seront incompatibles.

I4 = m4(ki —+ TZ — l47’4 COS Ip4) =0 (782)
l2l4m3 + 127"47714 COS lp4 =0 (783)

Si on substitue la valeur donnée a 'équation (7.71) dans I’équation (7.68), on se
retrouve avec I3 = mg(k3 + l3r3 + r5) = 0 ce qui implique que 1'on doit continuer avec

la derniére solution (Eq. 7.72) puisque celle-ci est impossible.

Pour vérifier I’équation (7.23), il existe trois solutions qui sont :

ra =0 (7.84)
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ou
Yy = 2nm (7.85)
ou

o= (2n+1)m (7.86)

Lorsque la premiére solution (Eq. 7.84) est utilisée dans (7.69), on se retrouve avec
I, = k¥my4 = 0 ce qui est impossible. Cette impossibilité s’observe également lorsqu’on

utilise la solution (7.86) puisque maintenant on a Iy = my(k? + lyry + 1r3).

On continue donc la recherche de solutions avec, comme valeur de solution pour
I'équation (7.23), ¥4 = 2nm.

Si on cherche la valeur de 74, on peut la trouver a l'aide de 1’équation (7.24) ce qui

donne :
14(7”27”2 - l2m3)

(7.87)

T, =
! lamy
Si on observe toutes les équations avec les solutions données (Eqs. 4.74, 4.73, 7.72,

7.85 et 7.80), elles semblent respecter toutes les conditions physiques qu’on a établies.

Par contre si on regarde plus attentivement les équations (7.68 et 7.69) lorsqu’on y
a substitué toutes les solutions, on se retrouve avec :

l§r2m2 (Tgmg — Zng)

I =k; =0 7.88
3 = kyms + Zims (7.88)
12 —1 —1 —1
I, = kim4 4 (7’2m2 2m3) [(72”27”2 2m3) 2m4] —0 (7.89)
Pour que I3 soit égal & zéro, on doit avoir :

oMo — lgmg <0 (790)

et pour que I, soit égal a zéro, on doit avoir :
lZ (’f’gmg — lgmg) [(’l“gmg — lgmg) — l2m4] <0 (791)

Si on divise 'équation (7.91) par I’équation (7.90), on se retrouve avec :
li [(TQTTLQ — lgmg) — l2m4] >0 (792)

C’est alors qu’on s’apercoit qu’il y a incompatibilité puisque cette condition ne peut

étre respectée sachant que le terme roms — lams est plus petit que zéro.
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7.7.4.2 Ajout de contre-rotations sur les articulations deux et trois

Avec 'ajout de deux contre-rotations, une sur la deuxiéme et une sur la troisiéme
articulation, les équations (7.67) et (7.68) de la famille de solutions M5b-1 seront trans-

formées pour inclure les contre-rotations :

Ig - ICTQ == 0 (793)
13 - Icrg - 0 (794)

Ce qui donnera la famille de solutions suivante (noté M5b-Cr-I5 3) comprenant les équa-

tions (7.64-7.66, 7.69, 7.93, 7.94).

Pour vérifier si cette famille de solutions est valide, on utilisera la méme démarche
que celle effectuée a la section 7.6, en n’oubliant pas que 13 défini & I’équation (4.74) est
substitué dans les équations pour les simplifier. Ainsi pour I'équation (7.64), les trois

possibilités seront celles données aux équations (7.70), (7.71) et (7.72).

Lorsque la solution (7.70) est utilisée, une incompatibilité s’établit entre les équa-

tions (7.24) et (7.69) car :

l2l4m3 + 7’4l2m4 COS ’QD4 =0 (795)
Iy = my (k3 + 72 —rylycosthy) =0 (7.96)

et également lorsque la solution (7.71) est utilisée, car (7.24) devient :
l2l4m3 + r2l4m2 + 7’4l2m4 COS ’QD4 =0 (797)

ce qui est incompatible avec I, donnée par I’équation (7.96).

Tandis que pour la solution (7.70), c’est une incompatibilité entre les équations

(7.66) et (7.20) :

lllgmg + ’l“gllmg + Tllgml COS ’le =0 (798)

I =my(kI+7? —rilicostpy) =0 (7.99)

Puisqu’aucune des solutions n’est envisageable, il faut en convenir que cette famille

de solution ne donnera pas de systéme compensé dynamiquement.

125



7.7.4.3 Ajout de contre-rotations sur les articulations trois et quatre

Avec 'ajout de contre-rotations sur la troisiéme et quatriéme articulations, les équa-
tions (7.68) et (7.69) de la famille de solutions Mbb-1 seront transformées pour inclure

une contre-rotation :
13 - Icrg - 0 (7100)
I4 - Icr4 =0 (7101)

Ce qui donnera la famille de solutions suivante (noté M5b-Cr-I3 4) comprenant les équa-
tions (7.64-7.67, 7.69, 7.100 et 7.100).

Pour vérifier si cette famille de solutions est valide, on utilisera la méme démarche
que celle effectuée a la section 7.7.3. Ainsi pour I'équation (7.64), les trois possibilités
seront celles données aux équations (7.70), (7.71) et (7.72) et on retrouvera les mémes

impossibilités pour les solutions (7.70) et (7.72).

Puisque la valeur donnée par 1’équation (7.71) ne cause pas de probléme dans I'im-

médiat, on peut 'utiliser pour obtenir d’autres solutions.

Si on regarde 1’équation (7.19), on peut sortir trois valeurs qui satisfont cette équa-

tion :
=0 (7.102)
ou
Yy = 2nT (7.103)
ou
v =02n+ )7 (7.104)

Les solutions (7.102) et (7.104) généreront des impossibilités pour I’équation (7.66)

qui seront pour les équations (7.102) et (7.104) respectivement :
I = k¥m, (7.105)
L =my (k3 + il +77) (7.106)

Lorsque la solution donnée a I’équation (7.103) est substituée dans I’équation (7.20),

on peut trouver r, qui est :

ro =l <1 + “ml) (7.107)
l1m2
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On s’apercoit alors que ry > ly. Si en gardant cela en téte, on regarde I’équation
(7.67) alors que l'on y a substitué les valeurs trouvées pour cette famille de solutions.
On a:

Iy = k2my 4 roma(ry — Ip) = 0 (7.108)

Puisqu’on veut que cette équation soit valide cela revient a dire qu’il faut avoir

(rg —l3) < 0 ce qui contredit 1'équation (7.107).

7.7.5 Analyse de la validité de ’ajout de trois contre-rotations

On doit encore une fois ajouter une contre-rotation de plus puisque l'ajout de deux

contre-rotations n’a pas permis de compenser dynamiquement le mécanisme.

Comme aux sections 7.7.1 et 7.7.4, il s’agit de trouver quelles sont les équations qui
ne permettent pas la compensation, si ces équations font partie des équations (7.64 —

7.69), alors on peut leur ajouter une contre-rotation.

A Taide de ce systéme, on trouve que des ajouts aux articulations trois ou quatre,
lorsqu’on a déja des contre-rotations aux articulations un et deux, permettraient de se
rendre plus loin dans la vérification des solutions. De méme, des contre-rotations aux

articulations un ou quatre dans le cas ou il en a dé¢ja aux articulations un et trois.

On peut arréter notre recherche a ce point-ci puisque toutes les possibilités doivent
étre évaluées. On devra traiter les trois cas suivants : soit le cas ol des contre-rotations
se trouvent aux articulations un, deux et trois; le cas avec des contre-rotations aux
articulations un, deux et quatre et pour finir, celui ol les contre-rotations se trouvent
sur les articulations deux trois et quatre. Cependant, ce dernier cas est équivalent au

premier et ne sera pas traité ici.
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7.7.5.1 Ajout de contre-rotations sur les articulations un, deux et trois

Avec I'ajout de contre-rotations sur les articulations un, deux et trois, les équations

(7.66), (7.67) et (7.68) se transforment pour inclure les contre-rotations, ce qui donnent :

]1 - [crl =0 (7109)
Iy—Ip =0 (7.110)
Iy — I5 =0 (7.111)

Ainsi la famille de solutions M5b-Cr-I; o 3 sera composée des équations suivantes :

(7.64, 7.65, 7.69, 7.109, 7.110 et 7.111).

Pour simplifier les calculs, on introduit la valeur de 13 (Eq. 4.74) donnée par les

équations de compensation statique.

Si on substitue ’équation (7.70) ou I’équation (7.71) dans les équations (7.69 et
7.24), on se retrouve avec une impossibilité puisque ces équations seront incompatibles
aprés la simplification (Eq. 7.89 et 7.83).

On continue la démarche de vérification avec la valeur donnée a ’équation (7.72),
I'équation (7.19) est vérifice pour les solutions donnés aux équations (7.102, 7.103 et
7.104). La premiére solution est a exclure car '’équation (7.19) devient lylomo+1lymaory =
0 ce qui est impossible. La deuxiéme solution est aussi a exclure car elle donne pour la
méme équation lyloms + lomyry + lymars = 0, ce qui est encore une fois impossible. La

solution ¥, = (2n + 1)7 sera donc utilisée pour la poursuite de la vérification.

L’équation (7.23) est vérifiée lorsqu’on utilise les solutions données aux équations
(7.84, 7.85 et 7.86). Lorsque la premiére solution est utilisée, I’équation (7.69) se sim-
plifie et donne I, = k*my = 0, ce qui est impossible. De méme, lorsqu’on utilise la
solution 1, = (2n + 1)7, I, se simplifie pour donner Iy = my (k3 + lyr4 +73) = 0 ce qui

est encore une fois impossible.
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Maintenant que la majeur partie des contraintes sont vérifiées, on peut trouver les

valeurs des contre-rotations a l'aide des équations (7.109, 7.110 et 7.111). Ce qui donne :

Lpr = ma (K + liry +17) (7.112)
—[cr2 - m2(k§ _'_ 127”2 _'_ T%) (7113)
Icrg = mg(]fg — l37”3 + Tg) (7114)

La valeur du rayon de giration pour la membrure 4 devra étre donnée par :
ky = /ra(ls —14) (7.115)

puisqu’elle doit satisfaire ’équation (7.69).

Pour finir, il ne reste plus qu’a trouver les valeurs de ry, 79 et r3, ce qui peut étre
fait a I’aide des équations (7.20, 7.22 et 7.24). Ce qui donne :

_ llmg(ZQ -+ 7”2)

7.116
T Lo ( )
l2(l4m3 -+ m4r4)
= 7.11
T2 l4m2 ( 7)
l3mary
= 7.118
"3 l2m3 ( )

On constate donc, que, pour la famille de solutions M5b-Cr-1; 5 3, on doit respecter
les contraintes des équations (4.74, 7.71, 7.104, 7.85, 7.112, 7.113, 7.114, 7.116, 7.116
et 7.116). C’est a dire :

— Yz =2+

— Py =

=7

— Py =0

A1 = K3+l +13)

ml(
— ]CTQ = mg(k;% + 127’2 + T%)
- Icr3 = mg(l{ig — lg?”3 + 7”32’)

— ky = \/7’4(l4—7“4)

o = lima(la+72)
1= lam1
_ o — l2(lamstmara)
T2 = lama
— 3 = lamara

lams
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7.7.5.2 Ajout de contre-rotations sur les articulations un, deux et quatre

Avec 'ajout de contre-rotation sur les articulations un, deux et quatre, les équations

(7.66), (7.67) et (7.69) se transforment pour inclure les contre-rotations, ce qui donnent :

I =11 =0 (7.119)
Iy —I,=0 (7.120)
I — I,y =0 (7.121)

Ainsi la famille de solutions M5b-Cr-1I; 5 4, sera composée des équations suivantes :

(7.64, 7.65, 7.68, 7.119, 7.120 et 7.121).

Pour simplifier les calculs, on introduit la valeur de r3 (Eq. 4.73) et ¢3 (Eq. 4.74)

donnée par les équations de compensation statique.

L’équation I, = 0 donne toujours les solutions trouvées aux équations (7.70-7.72).
On peut utiliser une de ces solutions pour simplifier les autres équations. Si on substitue
'équation (7.70) dans (7.68), elle se simplifie pour donner I3 = k2ms = 0 ce qui est

impossible, de méme si on y substitue 1, = 0 (Eq. 7.71) puisqu’elle donnera :

[3 :mg(kf§+l3T3+T§) =0 (7122)

On utilise donc la solution ¥y = (2n + 1)1 (Eq. 7.72), ce qui permet de poursuivre

la démarche.

L’équation de compensation statique (7.19) peut étre solutionner par les valeurs don-
nées aux équations (7.102-7.104). Par contre ces solutions peuvent engendrer des incom-
patibilités. Avec r; = 0 substitué dans I’équation (4.6), on obtient l;lomg + lymare = 0,
ce qui est impossible. Pour la solution ¢; = 2n7, on obtiendra pour la méme équation
lilomg + lomary + lymaore = 0 ce qui est une fois de plus impossible. On se contentera

donc de la solution ¢; = (2n + 1)7.

Si on passe a I’équation (7.64), on peut lui trouver trois solutions (Eq. 7.87 — 7.86).
Par contre, seule la solution 14 = (2n+ 1) sera valide puisque les autres solutions vont,

lorsqu’on les substituera dans d’autres équations, produire des incompatibilités. On le
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voit trés bien avec la solution 74, = 0 puisque les équations (7.68) et (7.24) donneront :

12
I = k2my — 37722” (1 . 7;27:;) ~0 (7.123)
l4(l2m3 — mg’f’g) =0 (7124)

Pour que la premiére équation soit satisfaite, on doit avoir lsms — more > 0 tandis
que pour ’équation (7.124), on doit avoir lyms — mory = 0. Il est donc impossible de

satisfaire les deux équations simultanément, de la, vient 'incompatibilité.

La solution ¢4, = (2n)7 produira une incompatibilité. Cette incompatibilité apparait
pour les équations (7.68) et (7.24).

l 3MaT2 moTo
Iy = k2 1-— =0 7.125
3 313 = 12 ( lgmg) ( )
l2m47’4 — l4(m27‘2 - lgmg) =0 (7126)

Si on veut que la deuxiéme équation soit zéro, on doit avoir meory — lyms > 0 alors que

pour la premiére équation on doit avoir lomg — mory > 0.

Il est maintenant possible de trouver les valeurs des contre-rotations ainsi que la

valeur du rayon de giration a 'aides des équations (7.119, 7.120, 7.121 et 7.68). Ce qui

donne :
Icrl = ml(k;Q + ll’f’l + 7’%) (7127)
Im«g = mg(l{?2 + l27’2 + 7’%) (7128)
Ivs = my(k2 +lyry +13) (7.129)
(mar2)(lams—mars2)
ky =g (7.130)

7.8 Conclusion

Dans ce chapitre, on a démontré qu’il n’était pas possible d’obtenir un mécanisme
a cinq barres plan dynamiquement équilibré sans y introduire au moins trois contre-
rotations. Ce résultat rend 'utilisation de mécanismes a cinq barres trés peut attrayant
pour des applications pratiques. C’est pourquoi, dans le prochain chapitre, on utilisera

plutot des mécanismes a quatre barres pour construire des mécanismes paralléles a
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plusieurs degrés de liberté dynamiquement équilibrés. En effet, les mécanismes a quatre
barres peuvent étre équilibrés sans contre-rotation, tel que démontré dans les chapitres

précédents, ce qui rend leur utilisation pratique trés intéressante.



Chapitre 8

Applications

Jusqu’a maintenant la majeure partie de cette thése a été consacrée a l'analyse
de modules & un ou deux degrés de liberté puisqu’ils représentent deux familles de
mécanismes trés simples mais qui avaient le plus de chances de satisfaire les contraintes
de la compensation dynamique. De plus, une étude exhaustive a été faite pour trouver
tous les mécanismes & quatre barres ainsi qu’a cing barres pouvant étre dynamiquement
compensés tout en ne nécessitant aucun ajout (contre-rotation, “Idler loop”; etc). On a
donc consacré beaucoup de temps a ces mécanismes mais ceci a permis de faire ressortir
trois sous-familles de mécanismes équilibrés dynamiquement soit : M/B-G : section
4.41 | M/B-Ycop, : section 5.4 et M/B-Ycop, : section 5.5 chacune de ces familles

possédant des caractéristiques différentes.

Les ensembles de CCD des sections 4.4 et 5.6 étant équivalents on préférera utiliser I’ensemble
M4B-G
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Cette analyse a fait la preuve qu’il est possible de construire des mécanismes plans

compensés dynamiquement pourvu que certaines contraintes soient respectées.

Le probléme jusqu’a maintenant est que les mécanismes & quatre barres sont compo-
sés seulement de membrures et cela restreint de beaucoup leur utilité. Il n’y a aucune
mention de la possibilité de poser un effecteur sur le mécanisme pour lui permettre
d’effectuer une tache quelconque. De plus, il pourrait étre intéressant que le centre de
masse de cet effecteur ne se retrouve pas directement situé sur une des membrures mais
a une certaine distance de la droite reliant les deux articulations de la membrure (Fig.

8.1). Ceci permettrait [’ajustement de I'équation décrivant le mouvement de 'effecteur

[Hunt, 1978].

8.1 Ajout d’un effecteur

P

F1G. 8.1 — Mécanisme & quatre barres et effecteur.

Comme présenté a la figure 8.1, il est trés facile de positionner un effecteur a I’endroit

désiré, il ne s’agit que de définir le vecteur r,.

Par contre, il faut toutefois s’assurer que le mécanisme puisse toujours étre équi-
libré dynamiquement. Avant 1’ajout, chaque membrure se présentait comme un corps
rigide. Si les composantes du mécanisme restent des corps rigides la compensation dy-
namique sera assuré si les parameétres physiques de chaque composante (la membrure

plus Deffecteur le cas échéant) respectent une des familles de contraintes de compensa-
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tion dynamique ( M/B-G : section 4.4, M/B-Ycp, : section 5.4 et M/B-Ycp, : section
5.5)

Pour que la membrure [y et leffecteur se comportent comme un corps rigide, il
faut que les sommes de tous leurs paramétres physiques soient constantes. Si aucune
articulation n’est présente entre ces deux corps cette contrainte sera respectée. Le lien

reliant 'effecteur a la membrure doit donc étre considéré comme une soudure.

Les valeurs physiques du deuxiéme corps mobile seront données par les équations

suivantes :
Mo = Myg + Me (8.1)
ry = MypoTrg + Mele (82)
ms
kzzmz = (]fr22 + |—I'7«2 —+ I'2|2) Mo + (1{362 —+ ‘—I‘e + I'2|2) Me (8.3)

ou m, est la masse de 'effecteur, m,o est la masse réelle de la membrure deux et ms
est la masse augmentée de la deuxieme membrure, qui sera utilisée dans les calculs de
la compensation dynamique. Le vecteur r. est le vecteur reliant le point P, au centre
de masse de l'effecteur et ry est le vecteur reliant le point P, au centre de masse de la
membrure augmentée (composé de la membrure réelle et de Ueffecteur) et finalement
ke est le rayon de giration de 'effecteur par rapport a son centre de masse et ky est le

rayon de giration de la membrure augmentée par rapport a son centre de masse.

Le deuxiéme corps composé de la membrure et de l'effecteur sera appelé membrure
augmentée, puisque du point de vue des parameétres physiques la seule différence avec
la membrure réelle originale est le fait que ses valeurs ont été augmentées. Aucune des
valeurs augmentées ne sera affectée par le déplacement du mécanisme. L’addition des
masses (valeurs scalaires) ne dépend aucunement de la position du mécanisme. Pour
les deux équations restantes qui contiennent des vecteurs, ils sont relatifs au point P.
Ainsi, tant que les centres de masse gardent la méme position par rapport a ce point,
ils ne devraient pas étre affectés par les mouvement du mécanisme. Ce qui est le cas,
puisque la membrure est un corps rigide et que le lien reliant l'effecteur a la membrure

est une soudure.

On peut donc mettre directement les valeurs de la membrure augmentée dans les
équations de contraintes dynamiques pour connaitre les valeurs permises pour le méca-

nisme a quatre barres.
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8.2 Ajout d’un corps rigide & une membrure

Dans la section précédente, le travail effectué revenait & ajouter un corps rigide a
une des membrures du mécanisme. Cet ajout ne complique en rien les équations pourvu

qu’il respecte les régles suivantes.

— Sa masse est constante

— Son centre de masse est fixe par rapport & un point sur la membrure auquel il est
rattaché

— Son rayon de giration est constant par rapport a un point sur la membrure auquel

il est rattaché

Si ces conditions sont respectées, il n’y a aucune contre-indication a ajouter le corps

rigide au mécanisme.

Le seul probléme qui peut se présenter, est le respect des contraintes de compen-
sation dynamique. Il deviendra plus difficile de satisfaire ces équations puisque les
rapports entre les autres membrures et la membrure augmentée auront changés. Par
contre, l'ajout de nouveaux parameétres permettra une plus grande flexibilité puisque
I’ensemble de parameétres sur lesquels un controle est possible est augmenté, si les va-

leurs physiques du corps rigide peuvent étre changées lors de l'optimisation.

8.2.1 Ajout d’'un mécanisme a quatre barres & une membrure

Le fait qu’il est possible d’ajouter un corps rigide aux membrures d’un mécanisme
a quatre barres sans affecter la possibilité de compenser dynamiquement le mécanisme

global a beaucoup d’implications.

Dans la section 6.1, il a été démontré qu’un mécanisme a quatre barres compensé

dynamiquement a le méme comportement qu’'un corps rigide.

Il est donc possible de greffer un mécanisme & quatre barres sur une des mem-
brures d’un autre mécanisme a quatre barres et obtenir ainsi un mécanisme complexe

(comprenant deux mécanismes a quatre barres) compensé dynamiquement.
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Si on extrapole ce concept, on peut se retrouver avec une multitude de mécanismes,
greffés les uns sur les autres. Cette structure aura le comportement d’un corps rigide.

Une des possibilités de cette conception sera démontrée a la section suivante.

8.3 Compensation dynamique de mécanismes plans
a n ddl

Le fait de pouvoir greffer des mécanismes a quatre barres les uns aux autres ameéne
la possibilité de construire des mécanismes plans & plusieurs degrés de liberté (ddl).
L’avantage d’avoir un mécanisme & plusieurs degrés de liberté est important puisqu’il
peut étre utilisé dans plusieurs domaines. Le domaine de la robotique utilise a profusion
des mécanismes a plusieurs degrés de liberté. On a qu’a penser aux manipulateurs
sériels, dont les plus standards ont trois degrés de liberté pour les sériels plans et six
degrés de liberté pour les manipulateurs spatiaux, ou aux manipulateurs paralléles dont
les plus standards ont entre deux et six degrés de liberté |Tsai, 1999; Merlet, 2000]

Le principe selon lequel le mécanisme a plusieurs degrés de liberté sera construit, se
présente comme une cascade des paramétres physiques. A la section 8.1, 'ajout d’un
effecteur au mécanisme a fait en sorte que les parameétres de la membrure augmen-
tée englobe les parameétres de la membrure & qui l'on greffe V'effecteur ainsi que les

parameétres de l'effecteur.

Si on remplace 'effecteur par un mécanisme a quatre barres, la membrure augmentée
englobera les paramétres du mécanisme & quatre barres. Si on prend une vue plus
globale, on s’apercoit que le mécanisme sur lequel on greffe le mécanisme a quatre
barres voit tous ses paramétres physiques globaux changés (my, ry, kq, ¢; : Sec. 6.1). Le
mécanisme sur lequel on greffe un mécanisme additionnel doit prendre en compte les
paramétres du mécanisme et les englober dans ses propres parameétres avant d’établir
qu’il satisfait aux exigences des contraintes de compensation dynamique. C’est ce qu’on

appellera la cascade des paramétres physiques.

D’un point de vue général, on peut greffer un mécanisme a quatre barres a n’importe

laquelle des membrures d’un mécanisme a quatre barres. Par contre, on restreindra ce
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concept aux membres mobiles de longueur /; car la membrure de longueur d (la base),

servira de point d’attache pour greffer ce mécanisme & un autre.

l3,j+1 /

F1G. 8.3 — Masse ponctuelle ajoutée & une membrure



Les nouvelles variables présentées a la figure 8.2 permettent de définir le position-
nement du mécanisme & quatre barres que 'on greffe d'une facon générale. La position
du mécanisme a quatre barres est donnée par rapport au point P; ;, par le vecteur u, ;
si le mécanisme & quatre barres est greffé a la membrure /; ; (membrure ¢ du j¢ quatre

barres).
u; j = U ;[cos Yy j, sin wm‘,j]T (8.4)

ou u; ; est la distance entre les points P; j et Py ;11 et 1y, ; est 'angle entre la membrure
l; ; et la ligne reliant les points P; ; et Py ;1. Le vecteur u; ; est exprimé dans le repere
Ri;.

Le mécanisme a quatre barres greffé sera donc le j + 1¢ quatre barres. L’angle 9; ;11
est I'angle que la base d;;; fait avec I'axe X du repére sur lequel le mécanisme a quatre
barres se greffe, dans ce cas-ci le repére est R,; ;, c’est-a-dire le repére de la membrure
[

i7j °
Les caractéristiques physiques de la membrure augmentée seront donc les suivantes :

My j = My j + Myjp1 (8.5)

r = My i + Mijr (QaijTej+1 + Wig) (8.6)

mi,;

2 2 2 2
(Kriy” 4+ |=Trij +1i|°) mayij + (kthrl + | = Qg jTej1 — Wiy + 1| ) Mij11

my j

(8.7)

cos (0; ;) —sin(d;;)

Qs = sin (6;;)  cos (d; ;)

(8.8)

On applique la matrice de rotation Qg; ; qui transforme le vecteur ryy; du repeére
Ri 41 vers le repére R;; puisque ce vecteur est défini dans le repére de la premiére
membrure du j + 1¢ quatre barres (voir équations. 6.2, 4.94 et 4.96) alors que les autres

vecteurs sont définis dans le repére R, ;.

Il est & noter qu'une nouvelle nomenclature a été introduite. Dans les sections précé-
dentes, on notait la masse de la ¢ membrure m;. Maintenant, puisqu’une équation peut

comprendre des éléments de plusieurs mécanismes a quatre barres, les variables auront

139



un deuxiéme indice qui établira & quel mécanisme a quatre barres elles appartiennent.
Ainsi m, ; est la masse de la ¢ membrure du j¢ quatre barres. Avec la définition pré-
cédente, on peut déduire que : m,;; est la masse réelle de la membrure ¢ du j¢ quatre
barres, my; est la masse totale du j¢ quatre barres (Eq. 6.1) —qui inclut les masses des
mécanismes a quatre barres qui se cascadent sur ce mécanisme— et m;; est la masse
augmentée (composée de la masse réelle et de la masse du mécanisme supporté) de
la ¢ membrure du j¢ quatre barres qui sera utilisé dans le calcul des équations de la
compensation dynamique, de méme que pour les positions des centres de masse et des

rayons de giration (Fig. 8.4).

Les variables donnant les valeurs physiques d’'un mécanisme & quatre barres sont

définies dans la section 6.1.

Fi1G. 8.4 — Parameétres décrivant deux modules superposés.
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8.3.1 Exemple de mécanisme plan a trois ddl

L’objectif de cette section est d’illustrer la possibilité de trouver des valeurs défi-
nissant un mécanisme complexe (un mécanisme plan a trois degré de liberté) qui est

compensé dynamiquement.

Il est & souligner qu’aucun autre objectif n’est poursuivi. Ainsi, aucune restriction
sur les valeurs physiques du mécanisme n’a été imposée. Il se peut que le mécanisme
avec les valeurs trouvées ne puisse devenir un prototype pour des raisons d’ordre pra-
tique. Par contre, une optimisation des paramétres est possible puisque les équations

de contraintes de la compensation dynamique possédent plusieurs variables libres.

Les valeurs trouvées pour ce mécanisme lui donnent la caractéristique d’étre com-
pensé dynamiquement. Mais, il est & remarquer qu’aucune optimisation des parameétres
n’a été effectuée. C’est pourquoi, il peut y avoir de grandes différences entre un ensemble

de paramétres physiques (par exemple les masses).

Un choix a faire avant de trouver les valeurs du mécanisme est de décider quelle
famille de solutions sera utilisée pour chaque mécanisme. Dans cet exemple les trois
ensembles de CCD seront utilisées a titre de démonstration mais un autre mécanisme
pourrait seulement utiliser un des ensembles de CCD pour tous ses modules. Ainsi
les parameétres du troisiéme module seront trouvés a l'aide de la famille de solutions
M B-Yep,, les paramétres du deuxiéme module proviendront de la famille de solutions
M/ B-G et la famille de solutions M/ B-Y¢p, servira a trouver les parameétres du premier

module.

Une autre étape a compléter avant de trouver les valeurs du mécanisme est d’établir
sur laquelle des membrures du deuxiéme mécanisme sera fixé le troisiéme mécanisme et
sur quelle membrure du premier mécanisme sera attaché le deuxiéme mécanisme. Dans
le cas présenté le troisieme mécanisme est posé sur la deuxiéme membrure du deuxiéme
mécanisme et le deuxiéme mécanisme est fixé sur la premiére membrure du premier

mécanisme (Fig. 8.5).

Il est & noter que chaque décision aura une influence sur la valeur des paramétres
physiques que l'on trouvera et aussi influencera les parameétres globaux du mécanisme

comme l'espace de travail, la rigidité, etc.
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Fi1G. 8.5 — Mécanisme sériel plan a trois degré de liberté dynamiquement équilibré

composé de mécanismes a quatre barres.

Lors de la recherche des paramétres du mécanisme, il est possible d’y aller d’une
facon globale, d’entrer toutes les variables libres et les équations de contraintes des
trois modules dans un optimiseur et de le laisser travailler. Cette méthode obtiendra
probablement la meilleure optimisation mais le niveau de complexité des équations qui
en découle, dii a la cascade des parameétres physiques, augmentera de beaucoup le temps
de calcul puisque, par exemple, une variation dans la masse du troisiéme mécanisme

influence presque tous les paramétres du premier et deuxiéme module.

La génération du mécanisme de cet exemple a été réalisée comme suit. La synthése a
commencé par le haut puisque le troisiéme mécanisme n’est influencé par aucun module
mais influence les deux autres. Les valeurs du mécanisme ont été trouvées d’une fagon
arbitraire. La base a comme valeur d = 3m et le reste des valeurs physiques sont données
dans le tableau 8.1.

Pour permettre une cascade de ce module sur le suivant il faut que ce module (module

augmenté) puisse étre vu comme une structure fixe ou bien une masse ponctuelle dont le
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TAB. 8.1 — Variables définissant le 3° mécanisme a quatre barres de la figure 8.5. Les

variables marquées d’un * sont calculés a ’aide de la solution M4B-Ycp,

Variables | Membrure 1 | Membrure 2 | Membrure 3
[ (m) 1 3 1~

m (kg) 0.01 0.01 0.01

r (m) 0.5 1.5 0.5~

k (m) 1.22474 0.0035* 1.2247 *
Y (rad) T 0* T

centre de masse est fixe par rapport a un point. Ce qui revient & vérifier si le mécanisme

est compensé dynamiquement.

La méthode de Newton (Sec. 4.5.2.2) sera utilisée pour la vérification. On doit
obtenir que la somme des forces ainsi que la somme des moments sur la base soient

égales a zéro.

Pour trouver les forces, on a donné a la membrure numéro un, un angle, une vitesse
angulaire ainsi qu’une accélération angulaire arbitraire mais qui respectent la plage
angulaire valide pour un mécanisme qui posséde les dimensions de la table 8.1. Ces

valeurs se retrouvent dans la table 8.2.

TAB. 8.2 — Valeurs utilisées pour la vérification a l’aide de la méthode de Newton pour

le module 3. Les variables marquées d’un * sont calculées a I’aide de la solution Y1-CP;

Variables | Membrure 1 | Membrure 2 | Membrure 3
6; 5 (rad) 1.4 -0.6702 * -2.0702 *
0,5 (224 0.11 0.0120 * -0.0980 *
6;,-73 (%d) 0.7 0.0835 * -0.6165 *
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Les forces et moments trouvés a ’aide des tables 8.1 et 8.2 sont :

Fiqs = [-0.0107273,0.00930064] N
Fqs = [0.0107273, —0.00930064] N
F1y5 = [0.0141866, —0.0098359]" N
Fiy5 = [—0.00804419,0.00778238]" N

Fu3 = [0.0,—1.73472x107%]" N
M01,3 = 0.0279019 Nm
Md’g = 0.0 Nm

La somme des forces (Fg3) et des moments (M,3) sont bien égales a zéro. Le
deuxiéme module du mécanisme peut étre développé et le troisiéme module pourra étre

cascadé sur le deuxiéme module sans probléme.

Pour trouver les valeurs du deuxiéme module les choses se compliquent car la mem-
brure un, utilisée dans les équations de compensation dynamique, sera composée de la

membrure réelle du module deux et des valeurs totales du module trois (voir sec. 8.3).

Puisque 'angle ¢ 5 a une valeur connue (i.e. 15 = 7 étant une des contraintes
de la compensation dynamique). Il est plus facile de partir des valeurs de la membrure
utilisée dans le calcul de la compensation dynamique et des valeurs totales du troisiéme
module, de trouver les valeurs réelles de la membrure un. La seule contrainte qui se
présente en utilisant cette méthode est que la valeur de k,45 doit étre plus grande que
zéro (k22 > 0). Alors que si 'inverse est fait et que le but est de trouver les valeurs
utilisées dans le calcul de la compensation dynamique a partir des valeurs réelles de la
membrure et des valeurs du troisiéme module, la contrainte est beaucoup plus stricte

car on doit avoir que 9 = 7.

De plus, les valeurs de la membrure deux dépendent du positionnement du troisiéme

module par rapport au point P 5. On choisit :
uyo = [0.21,0]"
03 = 0.174533 rad

Les valeurs du deuxiéme mécanisme sont donc présentées dans le tableau 8.3. Il

est a remarquer que les variables libres ne sont pas celles que 1'on retrouve dans le
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tableau A.2 puisqu’il y a eu une manipulation des contraintes pour permettre d’avoir
comme variables libres les parameétres de la deuxiéme membrure. Les valeurs totales du
troisieme mécanisme (colonne Module 3) y sont présentes car elles sont utilisées dans
le calcul des valeurs physiques de la membrure deux du deuxiéme module (colonne
Membrure 2 augmentée). Les valeurs réelles de la membrure deux ont été trouvées en
isolant les variables my2 9, 72,2, ¥r22 €t kyoo des équations (8.5), (8.6) et (8.7). Il est &

noter que la valeur de la base est dy = 3.5m.

TAB. 8.3 — Variables définissant le 2° mécanisme a quatre barres de la figure 8.5. Les

variables marquées d’un * sont calculées a 'aide de la solution M4B-G

Variables || Module 3 | Membrure 1 Membrure 2 Membrure 3
réelle | augmentée

[ (m) — 3.5 1.2~ 1.2 1.2

m (kg) 0.03 * 3 0.1~ 0.13 3.5

r (m) 1.5* 1 1.7056* 0.9075 0.363 *

k (m) 1.7320* 3 2.0672* 4.38765 0.0681*

Y (rad) 0* * -0.0458* m* 2m >

Encore une fois, une vérification de la compensation dynamique du module sera
effectuée. Cela permet de bien vérifier qu’aucune erreur ne s’est glissée dans les calculs
des paramétres globaux du module trois ainsi que dans le calcul des valeurs réelles de

la membrure deux.

Lors de la vérification a l'aide de la méthode de Newton de la section 4.5.2.2, les
positions, vitesse et accélération angulaires du tableau 8.4 ont été utilisées. L’actionneur
se situe encore une fois a ’articulation entre la membrure /; 5 et la base ds ce qui oblige la
connaissance des valeurs de positionnement, vitesse angulaire et accélération angulaire,
de la membrure un. Puisque le module doit étre équilibré pour toute valeur de position,
vitesse et accélération, la seule restriction quand au choix des valeurs pour la membrure
un est le respect de la plage de mobilité pour I'angle 6, 5. Les autres valeurs peuvent

étre choisis arbitrairement.
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TAB. 8.4 — Valeurs utilisées pour la vérification & l'aide de la méthode de Newton
pour le module 2. Les variables marquées d'un * sont calculées a l'aide de la solution

M/B-Yep,

Variables | Membrure 1 | Membrure 2 | Membrure 3
0o (rad) | 0.261799 -0.2597* 0.5215 *
0,0 ("2 0.7 -0.7445* 1.4445 *
f;0 () 0.11 -0.5598* 0.6698 *

Les forces et moments trouvés sont :

Fi42 = [—0.120852,0.336419]" N
Fsqo = [0.120852, —0.336419]" N
F1p0 = [0.0257245, —0.340319]" N
Fs0 = [0.35274,0.437788]" N
Fyp = [4.16334x107"7, ~1.11022x107] " N
M, 2 = 1.17747 Nm
M, = 4.44089x107'® Nm

Pour I'étape finale il ne reste plus qu’a trouver les valeurs du premier module.
Suivant le principe développé pour les modules précédents, les valeurs des parameétres
du module supporté doivent étre connues (colonne Module 2 du tableau 8.3). Il est
bien de rappeler que les valeurs physiques employées pour le calcul de la compensation
doivent comprendre les paramétres du corps rigide qui se greffe & une des membrures.
Ce corps rigide se compose dans les faits par le module deux et le module trois. Le

positionnement du deuxiéme module est donné par :

u,; = [-3,0" m

09 = 0.0872665 rad

Il faut donc prendre en considération tous les éléments au-dessus du module un.
Les paramétres physiques totaux du module trois sont inclus dans les valeurs de la
membrure deux du tableau 8.3 si on prend la colonne avec 'entéte Membrure 2 alors

qu’ils ne sont pas inclus dans les valeurs de la colonnes Membrure 2 réelle. Donc, si les
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colonnes Membrure 1, Membrure 2 et Membrure 3 du tableau 8.3 sont utilisées pour
le calcul des paramétres physiques que 1'on doit ajouter a la membrure un du premier

module (Fig. 8.5), les valeurs du corps rigide seront obtenues.

TAB. 8.5 — Variable définissant le 1°" mécanisme a quatre barres de la figure 8.5. Les

variables marquées d'un * sont calculées a I’aide de la solution M/B-Ysp, (Tab. A.2).

Variables || Module 2 Membrure 1 Membrure 2 | Membrure 3
réelle augmentée

[ (m) — 1 1 1= 5%

m (kg) 6.63 * 1= 7.63 4 50

r (m) 1.9449* | 1.2672 * 1 0.9075* 0.3630 *

k (m) 1.7662* | 6.8070 * 3 4.3876* 0.0681 *

Y (rad) 0* -2.0511 * * ¥ 2 *

Pour trouver les forces, on a donné a la membrure un, un angle, une vitesse angulaire
ainsi qu’'une accélération angulaire arbitraire mais qui respectent la plage angulaire
valide pour un mécanisme qui posséde les dimensions du tableau 8.5. Ces valeurs se

retrouvent dans le tableau 8.6.

TAB. 8.6 — Valeurs utilisées pour la vérification a ’aide de la méthode de Newton pour

le module 3. Les variables marquées d’un * sont calculées a ’aide de la solution Y1-CP;.

Variables | Membrure 1 | Membrure 2 | Membrure 3
6;1 (rad) 1.2217* 1.5217* 2.7435
9@1 (’";Ld) 0.9 -0.9566* -0.0566
0,1 (") 0.13* 0.2201* 0.3501
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Les forces et moments trouvés a 1’aide des tables 8.5 et 8.6 sont :

Figq = [18.4293, —1.37549]" N
Fsqq = [—18.4293,1.37549]" N
Fip1 = [—15.3835,6.84382]" N
Fsp1 = [16.0193, —7.25569]" N

Fg1 = [~7.10543x1071%,1.55431x107%) " N
M, = —6.87746 Nm
Mg = 1.95399x10~"* Nm

)

Puisque la somme des forces sur la base (Fy1) et la somme des moments (M) sur
la base sont égales a zéro —si on néglige les erreurs d’arrondis qui ont pu s’accumuler—,
on a réussi a construire un mécanisme a trois degré de liberté plan qui est compensé
dynamiquement. Ce mécanisme pourrait remplacer un mécanisme sériel plan a trois

degré de liberté.

Par contre, il est a noter que le mécanisme construit dans cette section n’est qu'une
démonstration de la possibilité de construire un tel mécanisme. Une optimisation des

parameétres serait & envisager pour avoir des valeurs plus réalistes.

8.4 Création d’'un mécanisme paralléle a partir de

modules

Une suite logique serait d’essayer de trouver des mécanismes complexes compensés
dynamiquement. On pourrait appliquer les principes développés dans les chapitres pré-
cédents aux mécanismes paralléles. Une des raisons qui plaide pour une autre approche
est le fait que les mécanismes ne se présentent pas seulement dans un plan. Ils évoluent
souvent en trois dimensions. Faire passer les équations du plan a ’espace peut s’avérer
trés difficile.

Il serait donc opportun de regarder les possibilités créer oar ce qui a été élaboré dans
les chapitres précédents. Peut-on utiliser les mécanismes a quatre barres pour créer des

mécanismes plus complexes ?
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Plusieurs chercheurs ont déja utilisé des mécanismes simples afin de construire des
mécanismes possédants des caractéristiques physiques/dynamiques différentes des mé-
canismes standards [Ebert-Uphoff et Chirikjian, 1996; Ricard et Gosselin, 1994; Gosselin
et Wang, 2000]

Dans ce chapitre, on étudiera la possibilité de construire des mécanismes paralléles,

compensés dynamiquement & l’aide de modules développés aux chapitres précédents.

Avant de construire des mécanismes a ’aide des modules trouvés dans les chapitres
précédents, il est nécessaire de connaitre et de pouvoir différencier les diverses compo-
santes d’un mécanisme. La complexité a traiter un mécanisme ne provient habituelle-
ment pas de ses composantes car on peut séparer un mécanisme en quatre composantes
données plus bas, mais plutdt des équations mathématiques qui décrivent le comporte-

ment de ce mécanisme.

Les composantes d'un mécanisme peuvent ainsi étre définies comme suit :

— Base : Composante fixe reliée habituellement au repére inertiel sur lequel se
connecte le ou les chaines cinématiques.

— Effecteur : Organe attaché a la plate-forme permettant 1’exécution d’une action

(préhension, vision, etc).

Plate-forme : Composante sur laquelle vient se fixer les chaines cinématiques ainsi
que leffecteur.

— Chaines cinématiques : Systémes mécaniques composés de corps rigides, ou mem-
bres reliés entre eux par des liaisons cinématiques (liaisons rotoides, prismatiques,
hélicoidales, cylindriques, planes et sphériques).

Ces définitions sont vraiment générales. Dans les cas qui seront discutés ici, il est

possible que la base du mécanisme soit seulement un ensemble de points d’ancrage pour
les chaines cinématiques, sans pour autant avoir une apparence physique. C’est-a-dire,

qu’il est possible que la base n’ait pas de masse.

De plus, les mécanismes créés dans le cadre de cette thése n’auront pas d’effecteur
puisqu’on se concentre sur la dynamique du mouvement du mécanisme et non sur
l'action que ce mécanisme peut effectuer (préhension, vision, etc). Par contre, si le
mécanisme posséde un effecteur, ses caractéristiques devront étre prises en compte lors
de I’établissement des contraintes de compensation dynamique. Pour prendre en compte

ces parametres, il va s’agir de les cascader sur la plate-forme.



Finalement, puisqu’on traite les mécanismes paralléles plusieurs chaines cinéma-
tiques relieront la base a la plate-forme, formant ainsi des boucles cinématiques. L’at-
tention sera portée sur la construction des pattes des mécanismes paralléles, puisque

les degrés de liberté du mécanisme sont restreints par les degrés de liberté des pattes.

Pour bien cerner le probléme et partir sur une base commune, on définira une patte
de mécanisme comme : tous éléments structurels compris entre le point d’attache sur
la base et le point d’attache sur la plate-forme. Ainsi la base peut étre vue comme une
plaque (d'une épaisseur égale a zéro lorsque la masse de la base est égale a zéro), ou

sont inscrits les points d’attache des pattes, de méme que pour la plate-forme (Fig.

8.6).

F1G. 8.6 — Structures composant un mécanisme paralléle.

Les pattes créées a partir des modules dynamiquement compensés pourront, en plus
des modules, comprendre des articulations simples, comme des articulations rotoides
ou sphériques pour atteindre le bon nombre de degrés de liberté sans pour autant

complexifier outre mesure la structure de la patte.

On peut donc se douter que, si un mécanisme posséde un degré de liberté plus grand
que un, plus d’'un module sera probablement nécessaire pour obtenir le bon degré de
liberté du mécanisme. On devra donc utiliser le principe de la cascade des paramétres

physiques (Sec. 8.4.1) pour obtenir des pattes dynamiquement compensées.
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8.4.1 Cascade des paramétres physiques

Le principe qui permet I'obtention de mécanismes compensés dynamiquement est le
fait qu’on cascade les paramétres physiques des structures soutenues sur les structures
qui les soutiennent et ainsi de suite jusqu’a la derniére structure. Chaque structure sou-
tenant une autre structure deviendra une structure augmentée puisque les parameétres
physiques de la structure soutenue doivent étre ajoutés a la structure soutenante. On
peut donc voir ’ensemble de la structure soutenue et de la structure soutenante comme

une nouvelle structure, de 14, la structure augmentée, avec ses propres parameétres.

Théoriquement, ce principe permet 1'utilisation de structures qui ne sont pas né-
cessairement compensées dynamiquement. La seule contrainte est que les structures
augmentées touchant & la base du mécanisme global soient compensées dynamique-
ment car les structures touchant a la base sont celles qui peuvent générer des forces et

moments sur la base.

Une des membrures du mécanisme a quatre barres servira donc de base a la structure
a étre soutenue. Par la suite, une des composantes de cette structure servira de base a

la structure subséquente et ainsi de suite (Fig. 8.7).

F1G. 8.7 — Mécanisme paralléle plan a trois degrés de liberté général composé de mé-

canismes a quatre barres.
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Il faut donc que le mécanisme a quatre barres augmenté, qui est composé dun
mécanisme a quatre barres réel et de la structure soutenue, soit compensé dynamique-
ment. Ceci implique que chaque membrure du mécanisme a quatre barres augmenté
doit étre I’équivalent d'un corps rigide puisque les mécanismes & quatre barres compen-
sés dynamiquement que I'on a étudié, sont composés de corps rigides (membrures). On
devra donc faire en sorte que l'ajout de paramétres physiques provenant des structures
soutenues ne viennent pas changer ce fait. Ce qui implique que la membrure servant
de base a la structure subséquente, doit étre greffée d’'une structure qui posséde les
mémes caractéristiques qu’un corps rigide, c’est-a-dire, une masse constante, un centre

de masse fixe et un rayon de giration constant.

Le fait d’avoir une masse constante, un centre de masse fixe et un rayon de giration
constant pour un mécanisme en mouvement implique que ce mécanisme doit étre com-
pensé dynamiquement. Ces contraintes sont les contraintes que 1'on a imposées pour
obtenir les équations de contraintes de compensation dynamique. Donc, si on doit gref-
fer un module ou une structure pouvant se déformer (di & un mouvement interne), ce
module ou cette structure doit étre compensé dynamiquement. Par contre si on greffe
un corps rigide a une des membrures du mécanisme soutenant, on doit s’assurer que le
lien formé entre les deux éléments est un lien ne possédant aucun degré de liberté (i.e

une soudure).

En observant la figure 8.7, on remarque qu’il ne s’agit plus d’une simple cascade
comme celle obtenue a la section précédente pour le mécanisme sériel. En effet, dans le
mécanisme illustré ici, les trois pattes sont reliées a une plate-forme commune, ce qui

permettra la transmission d’efforts entre les différentes pattes.

On doit donc regarder 'interaction entre la plate-forme et les pattes du mécanisme

que l'on veut compenser dynamiquement.

8.4.2 Plate-forme

La plate-forme (effecteur) est un corps rigide non compensé dynamiquement. Ainsi,
pour pouvoir équilibrer dynamiquement les effets inertiels diis a la plate-forme, il faut

inclure ces effets dans les équations d’équilibrage. Pour équilibrer dynamiquement le
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mécanisme paralléle de la figure 8.7, il faudrait donc reprendre a zéro I’écriture des équa-
tions du moment cinétique pour I’ensemble du mécanisme. Cette procédure conduirait
a des équations trés complexes et ne permettrait pas d’exploiter les résultats obtenus

précédemment pour les mécanismes a quatre barres.

Une procédure alternative sera plutot utilisée ici. Elle consiste a remplacer virtuel-
lement la plate-forme par trois masses ponctuelles qui seront dynamiquement équiva-
lentes a la plate-forme et qui seront localisées exactement aux points d’attache de la
plate-forme avec les pattes. Ainsi, chacune de ces masses pourra étre considérée comme
appartenant a un corps situé dans la patte, ce qui permettra d’équilibrer les pattes indé-
pendamment. Lorsque le mécanisme est en mouvement, les effets inertiels produits par
les masses ponctuelles seront forcément équivalents & ceux de la plate-forme puisque les
contraintes cinématiques (fermeture des boucles cinématiques) doivent étre respectées.
Ainsi, ’ensemble du mécanisme sera dynamiquement équilibré puisque les efforts sur

la base sont diis au mouvement des parties mobiles.

Il est & noter cependant que, en raison de la transmission des efforts entre les pattes
via la plate-forme, les efforts de réaction sur la base de chacune des pattes ne seront pas
nuls (méme si on a équilibré chaque patte individuellement). Toutefois, la résultante

des réactions a la base de chaque patte sera toujours nulle.

Il est également a noter que la procédure proposée ici impose des restrictions addi-
tionnelles sur le domaine des solutions dans l’espace des paramétres des mécanismes.
En effet, on impose I'équilibrage de chaque patte individuellement, ce qui n’est pas
nécessaire. On obtiendra donc un ensemble de conditions suffisantes mais non néces-
saires. Cette approche est quand méme justifiée puisqu’elle s’avére beaucoup plus simple
qu'une approche générale (qui ne semble pas faisable avec les techniques analytiques

connues).

Les paramétres physiques de la plate-forme comprennent, la masse (my), le centre

de masse (origine du repére R,;), le rayon de giration (k,;) (Fig. 8.8).

On cherche donc a calculer les masses ponctuelles équivalentes, notées m,; qui
doivent étre placées aux articulations dont la position exprimée dans le repére ayant

son origine au centre de masse de la plate-forme est donnée par r,;, (k = 1,2, 3) pour
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F1G. 8.8 — Parameétres décrivant les relation entre la plate-forme et une des ses pattes
(patte k)

y

se retrouver avec des masses ponctuelles qui équivalent les paramétres physiques de la

plate-forme.

La distribution des parameétres devra donc respecter les équations suivantes.

mpr = Z My k (89)
k=0

0= Z Ty My k (810)
k=0

mplkgl = Z mp7krp7kTrp,k (8.11)
k=0

ol m,y est la valeur de la masse équivalente qu’on doit attribuer a la patte k, rp
est le vecteur indiquant la position ot on doit situer la masse équivalente par rapport
au centre de masse de la plate-forme et finalement n est le nombre de pattes. Il est

a noter que I’équation (8.11) impose une contrainte sur les propriétés physiques de la
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plate-forme. En pratique, cette contrainte peut étre satisfaite en ajustant 1’épaisseur de

la plate-forme.

8.4.3 Pattes

En utilisant les articulations de base, c’est-a-dire, les articulations prismatiques et
rotoides, il est possible de créer sept différentes pattes qui possédent les 3 ddls requis

par un mécanisme plan pleinement paralléle [Merlet, 1997] (Fig : 8.9).

) RRR ) RPR ) RRP ) RPP
) PRR ) PPR ) PRP

F1G. 8.9 — Exemples de mécanismes plans pleinement paralléles a trois degrés de liberté.

Le probléme avec les pattes des mécanismes présentés a la figure 8.9, est qu’elles ne
sont pas compensées dynamiquement. Lorsqu’on a une articulation prismatique, il est
impossible de trouver deux points, sur le corps, dont la distance par rapport au centre
de masse sera constante, ce qui contredit totalement la définition du corps rigide dont
tous les points sont fixes les uns par rapport aux autres. Lorsqu’on a une membrure
rattachée a une articulation rotoide et que le centre de masse de la membrure ne se
situe pas au centre de I'articulation alors la position du centre de masse de cet ensemble
(articulation — membrure) n’est pas constant lorsque I'articulation est en rotation, on
doit donc remplacer, les deux articulations ci-haut mentionnées, pour que les pattes
deviennent compensées dynamiquement. La seule articulation que 1’on peut garder sur

les pattes des figures 8.9 est 'articulation rotoide qui se situe a la jonction de la patte



et de la plate-forme. On peut la garder puisque le centre de masse — de la masse

équivalente — est situé au centre de larticulation (Sec. 8.4.2).

Ainsi toutes les pattes qu’on présentera, se composeront d’'un minimum de deux
mécanismes a quatre barres et d’'un maximum de trois. Les pattes composées de deux
mécanismes a quatre barres devront avoir comme troisieme degré de liberté une ar-
ticulation rotoide a la jonction de la plate-forme. N’importe laquelle des membrures
l; i = 1,2,3 pourra soutenir une articulation (mécanisme a quatre barres) et la position
des mécanismes a quatre barres soutenus par rapport a l'articulation soutenante, sera

donnée par le vecteur u.

8.4.4 Probléme géométrique inverse (PGI)

Le probléme géométrique inverse, consiste a trouver la position des actionneurs

lorsque la configuration de l'effecteur est donnée.

Il est habituellement intéressant d’avoir les actionneurs fixés a la base. Cela permet
de réduire les masses en mouvement. Puisque ce mécanisme a trois degrés de liberté,
on doit avoir trois actionneurs. Ils se situeront aux points A, (Figs. 8.10 et 8.13). Ainsi
le probléme géométrique inverse consiste a trouver la valeur des angles 6;; ; pour une
position et orientation donnée de la plate-forme. Lorsque ces angles seront connus, il

sera possible de trouver la valeur de tous les autres angles du mécanisme.

Le probléme géométrique inverse sera d’une grande utilité lors de la vérification de
la compensation dynamique du mécanisme selon la méthode de Newton (Sec. 4.5.2.2),
puisque cette méthode demande de connaitre la valeur des angles des modules, ainsi

que leur vitesse angulaire et leur accélération.

Dans bien des cas, notre approche pour trouver le PGI se résumera a trouver 1’orien-
tation de deux segments dont I'un, a une extrémité qui touche au point A; et I'autre au
point By, et qui s’intersectent a leur autre extrémité (Fig. 8.10). Lorsque l'orientation
de ces segments sera trouvée, il sera facile de faire sortir les valeurs intéressantes. Pour
le cas étudié, on doit trouver la valeur des angles des mécanismes & quatre barres qui

composent les pattes du mécanisme.
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Les points By représentent les points d’attache des pattes avec la plate-forme, le
vecteur by donne la position du point By dans le repére fixe de la base. Pour obtenir la

position des points By exprimées dans le repére Ry de la base, on utilise les équations

suivantes :
bk =Ty —+ le[_rbvk]Rpl (812)
avec
Qpl _ Cf)s ¢pl —sin ¢pl (813)
Sin @y COS Py

ou ry est la position du centre de masse de la plate-forme, exprimée dans le repere
de la base, 1y, est le vecteur donnant la position du point d’attache de la patte k par
rapport au centre de masse de la plate-forme exprimé dans le repére de la plate-forme

(Rp). Finalement le est la matrice de rotation du repére de la plate-forme (R,;) vers
le repére de la base (Ro) (Fig : 8.8).

Les positions des points d’ancrage des pattes sur la plate-forme peuvent étre données

par :

Tk = [T, yk]%:\{pl

dans le repére de la plate-forme mais souvent on exprime r,; par un angle et une

distance par rapport a un axe.

Ty = Tk [COS Gk, SN ¢b7k]%pl (8.14)

ol 751 est la distance entre le point d’ancrage de la patte k au repére de la plate-forme
(Rp1) et ¢p est Pangle entre 'axe X du repére de R,y et la ligne reliant le point By et

I'origine du repére allant du premier vers le second.

On constate que ces deux définitions sont équivalentes puisqu’on doit, dans les deux
cas, spécifier deux parameétres. Le choix n’est fait qu’en fonction de la facilité a visualiser

la position des points d’ancrage.

Il est possible d’exprimer la position des points d’ancrage des pattes sur la base par

la méme série d’équation ce qui donne :

ar = ay[cos Qg k, sin <pa7k]% (8.15)

0
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ol ay est la distance reliant le point d’ancrage de la patte k a l'origine du repére de la
base et ¢, 1, est I'angle entre I’axe X du repere de la base et la ligne reliant le point Ay

et 'origine du repére allant du premier vers le second.

Maintenant que 1’on connait la position des points A, et By, on peut voir le pro-
bléme comme l'intersection de deux cercles dont les rayons sont s et soy (Fig. 8.10).

Habituellement ces rayons seront les vecteurs u ; et ug

F1G. 8.10 — Parameétres pour le probléme géométrique inverse d’une patte d’'un méca-

nisme a quatre barres.

Pour permettre de trouver les deux points d’intersection [z, yc]R g0 OD se trans-
porte dans le repére Rap dont I'axe des X est parallele a la ligne reliant les points Ay

et By, et l'origine est le point A;. Ainsi, les points d’intersection dans ce repére seront :

2 2 ) g2
v, = ( 2,k _21;: k (8.16)

Yo = £4/57 ) — 22 (8.17)
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—sinvg Cos Y

ou
(s U]y = QO (By — Ay) (8.18)
» Ykl AB Roap \OF k .
R cos7yg  sinyg
aB = ] (8.19)

avec 7, qui représente ’angle entre I’axe X du repére de la patte k et la ligne reliant le

point Ay, et le point By allant du premier vers le second (Fig. 8.10).

Par la suite, il ne reste plus qu’a trouver les angles restants. L’angle ) est 'angle
entre la ligne formée en reliant By et Ay et le vecteur s;; allant du premier vers le
second et positif dans le sens anti-horaire. Si on se déplace dans un repere (R, , ) dont
I'axe des X est parallele au vecteur s; et 'origine est le point A;. On peut trouver
I'angle o, qui est I’angle entre le vecteur s; j, et so, allant du premier vers le second et

positif dans le sens anti-horaire.

By = arctan (z., y.) (8.20)
o) = arctan (—sy ; + Ty, Yu) (8.21)
ou
Q%O _ CO? (Vk + Be)  sin (y + B) (8.22)
S1,k —sin (e + Br) cos (v + Br)
[SL’u, y“]Rul . = Q%Z (bk - ak) (8.23)

Ainsi les angles 0; ;, i1 =m,n j=1,2 k=1,2,3 seront donnés par :

Onok = Ok + Vs — 02k — Vs ok (8.24)
Omak =+ B — Vs — 01 (8.25)

ol 6, 1 1 est I'angle de la membrure du premier mécanisme a quatre barres qui soutient
le deuxiéme mécanisme & quatre barres et 6, 5 5, est I'angle de la membrure du deuxiéme
mécanisme a quatre barres qui soutient l'articulation rotoide et la masse équivalente

distribuée sur cette patte.

Dans certains cas, lors de ’application a des mécanismes réels, les équations du pro-

bléme géométrique inverse seront particularisées puisque leur développement est le plus
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général possible. Cette généralité sera importante si une optimisation du mécanisme est

souhaitée.

8.4.5 Vérification de la compensation dynamique

La vérification de la compensation des mécanismes s’effectuera a l’aide de la méthode
de Newton (Sec. 4.5.2.2). Avec les moyens technologiques présents, il sera trés difficile
de faire la preuve de la compensation dynamique a l'aide de la méthode de Lagrange

(Sec. 4.5.2.1) di a la non linéarité du probléme.

Il est beaucoup plus facile d’utiliser la méthode de Newton. C’est pourquoi, cette mé-
thode sera utilisée. Par contre, pour faire la démonstration, on doit avoir les équations
du probléeme géométrique inverse puisqu'un comportement dynamique sera attribué a
la plate-forme (c’est-a-dire : configuration [r, 6], vitesse, accélération). A partir des va-
leurs données a 'effecteur, les positions, vitesses et accélérations des membrures seront
déduites.

Chaque mécanisme présenté aura ses propres équations définissant son probléme

géométrique inverse puisque la topologie des différents mécanismes créés différe.

8.5 Meécanisme paralléle plan a trois degrés de
liberté (PP3)

Un des mécanismes paralléles le plus simple est le mécanisme paralléle plan a trois
degrés de liberté. Ce type de mécanisme a une mobilité compléte dans le domaine o il
évolue, c’est-a-dire, trois degrés de liberté dans un plan, ot I'on peut avoir un maximum

de trois degrés de liberté.

Puisque le mécanisme posséde trois degrés de liberté, les pattes de ce mécanisme
doivent avoir au moins trois degrés de liberté pour ne pas restreindre les degrés de

liberté du mécanisme.



Le fait de commencer par ce type de mécanismes permet d’établir la base de la
compensation dynamique applicable aux mécanismes paralléles & 1’aide de modules

compensés dynamiquement puisque les équations décrivant le mécanisme sont simples.

De plus, on retrouve deux grandes catégories de mécanismes paralléles plans a trois
degrés de liberté, ceux a actionnement prismatique (Fig. 8.11(a)) et ceux a actionnement
rotoides (Fig. 8.11(b))

(a) Actionnement prismatique (b) Actionnement rotoide

F1G. 8.11 — Exemples de mécanismes paralléles plans & trois degrés de liberté.

Ces deux familles de mécanismes serviront de comparaison aux mécanismes dyna-

miquement compensés qui seront développés dans cette section.

8.5.1 PP3 dont les modules sont attachés a [, et 12}
(PP3-11)

Ce premier mécanisme paralléle plan a trois degrés de liberté (Figs. 8.12 et 8.13)
posséde une certaine symétrie puisque ses pattes sont construites selon les mémes pa-
rameétres. Pour chaque patte (k = 1,2,3), on a un mécanisme a quatre barres fixé au
repére inertiel Ry. Le deuxiéme mécanisme a quatre barres de la patte est situé a une
distance u; de l'origine du repére de la premiére membrure du premier mécanisme
Riik et le vecteur uy , fait un angle 1,15 par rapport a I'axe X ;. La plate-forme
est attachée a la membrure [; du deuxiéme mécanisme a quatre barres et sa position
par rapport a l'origine du repere R 2 est uyx. Une articulation rotoide relie la patte

k a la plate-forme. C’est-a-dire que le vecteur ug; se termine par une articulation ro-
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toide. Finalement 'effecteur est situé au centre de masse de la plate-forme, c’est-a-dire

a lorigine du repére (R).

N\

F1G. 8.12 — Schéma du mécanisme (PP3-11). Les membrures /; ;, de méme teinte ont

le méme 1.

La figure 8.13 donne une représentation générale du mécanisme. Cela permet de bien
voir toutes les variables que 1'on peut définir. Encore une fois, aucune optimisation
des parameétres du mécanisme ne sera faite. La seule contrainte & part le fait que
le mécanisme sera compensé dynamiquement, est celle d’avoir un mécanisme dont la
représentation graphique est visuellement acceptable. On peut donc se retrouver avec

des valeurs physiques ayant plusieurs ordres de grandeur de différence.

Une optimisation de ce mécanisme devra donc inclure la relation entre les différents
parameétres physiques soit : la position du deuxiéme mécanisme & quatre barres par
rapport au premier, la position de la plate-forme par rapport au deuxiéme mécanisme
a quatre barres, le positionnement des pattes entre elles, etc. On voit donc que le

nombre de variables a prendre en compte au cours de I'optimisation est trés élevé. En
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F1G. 8.13 - PP3 dont le deuxiéme module est attaché a l; 1 (PP3-11).

plus d’optimiser pour avoir des valeurs physiques raisonnables, on peut aussi inclure
I’espace de travail dans l'optimisation pour permettre d’effectuer la tache que 'on
assignera au mécanisme. Puisque le but de cette démonstration est simplement de
présenter un mécanisme plan a trois degrés de liberté, aucune optimisation ne sera

faite.

8.5.1.1 Paramétres du mécanisme PP3-11

Une description de la procédure utilisée pour trouver les paramétres du mécanisme

sera donnée dans cette section.

Encore un fois, puisque aucune optimisation des parameétres n’est effectuée, on utili-
sera une démarche ot la relation entre les différents parameétres est la moins compliquée
possible. On partira donc de la plate-forme puisque les paramétres de la plate-forme ne
dépendent pas des parameétres des pattes. Par la suite, on trouvera les parametres du 2¢
mécanisme a quatre barres de la patte, dans lequel on aura inclus les parameétres de la

plate-forme et pour finir on trouvera les paramétres du mécanisme & quatre barres relié
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au repere Ry dans lequel seront inclus les parameétres du second mécanisme & quatre

barres.

Chaque patte possédera les mémes parameétres. La seule différence sera leur position-
nement par rapport au repére Rg. Cela permet de simplifier la recherche des paramétres

du mécanisme et aussi ’élaboration des équations dynamiques du mécanisme.

Les caractéristiques de la plate-forme sont les suivantes : masse totale de la plate-
forme m, = 0.1kg; rayon de giration k, = 0.8m?. Maintenant que I'on connait les
caractéristiques de la plate-forme, on peut trouver les valeurs pour les trois masses
équivalentes qui seront situées aux points By, c¢’est-a-dire [bk]Rpl = Tp1 [COS Py, sin qjk]T

a 'aide des équations (8.9—8.11). Les valeurs se retrouvent dans le tableau 8.7.

TAB. 8.7 — Paramétres pour les masses équivalentes du mécanisme PP3-11.

k ¢b,k My k Tpk

rad kg m

1| & 10033308
7 10.0333 | 0.8
27 10.0333 | 0.8

Pour les points d’attache sur la base, ils se trouvent aux positions suivantes :
ay, = ay, [COS Pq i, Sin gpa,k]T ot ap = 2.75m et par = 5 + %TW avec k = 1,2, 3. Etant
donné la fagcon dont le mécanisme est construit, les points A; définissent I'origine des

reperes Ry 1 k.

Puisque le mécanisme est symétrique et que les pattes se composent des mémes
modules,; les tableaux 8.8 et 8.9 décrivent les paramétres physiques pour toutes les
pattes. Pour le tableau 8.8 la colonne Module représente les caractéristiques totales du
module 2, ce qui inclut les valeurs de la masse équivalente provenant de la plate-forme et
qui est rattachée a la membrure [; 5. Pour le tableau 8.9 la colonne Module représente
les caractéristiques totales du module (1, k), ce qui inclut les valeurs totales du module

(2, k) qui est rattaché a la membrure Iy .

La position de la masse équivalente m,, ;, par rapport au repere R4 2, est donnée par

Ugp = 1m et Yy 0 = mrad et la position du module (2, k) est donnée par les valeurs
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TAB. 8.8 — Variables définissant le 2° mécanisme a quatre barres de la figure 8.5. Les
variables marquées d'un * sont calculées a l'aide de la solution M4B-Yep, (Tab. A.2)

et dg’k = 3m.

Variables Membrure 1 Membrure 2 | Membrure 3 | Module
réelle | augmentée

[ (m) 1.2% 1.2 3 1.2* —

m (kg) 0.001 * 0.0343 0.0406 1 1.0749*

r (m) 1= 1 0.8840* 0.0143* 2.8243*

k (m) 0.5859* 0.1 0.0022* 0.2418* 0.7528*

¥ (rad) —* * 0~ T 0~

Uy = 2m et Py, = 2.9671rad dans le repere Ry 1 et finalement 1'angle que fait 'axe

-

X du repére R avec le repére sur lequel il se rattache est 01 p = <

avec k =1,2,3.

rad et 0y ), = gzrad

Les différences que l'on retrouve entre les pattes sont leur positionnement par rap-
port au repére Ry et la valeur des angles 6, ;, des mécanismes. La valeur des différents

angles permettant le positionnement du mécanisme sera donnée dans la section 8.5.1.2.

TAB. 8.9 — Variables définissant le 1" mécanisme a quatre barres de la figure 8.5. Les
variables marquées d'un * sont calculées a I’aide de la solution M4B-Ycp, (Tab. A.2)

et dy = Sm.

Variables Membrure 1 Membrure 2 | Membrure 3 | Module
réelle augmentée

[ (m) 2% 2 5* 2 —

m (kg) 2% 3.0749 2 5 10.0749*

r (m) 1.2632 * 0.5 3.0782 % 0.4925 * 3.0925*

k (m) 1.1710 * 1.5 0.7312 * 0.9617* 2.6395*

¥ (rad) -2.8863 * T 0~ T 0
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8.5.1.2 Probléme géométrique inverse (PGI)

Les équations du probléme géométrique inverse de ce mécanisme se retrouvent a la

section 8.4.4 si I'on remplace les variables s; . et 1, par w;; et 1y, k.

Considérant le mécanisme de la figure 8.13, on attache le second module sur la
membrure 1 du premier module. Ce qui fait que 'origine du vecteur u; j, est le point Ay,
c’est-a-dire, I'articulation au point P, ; ; et son point d’arrivée est le point P 9, puisque
cela fait partie de la définition des vecteurs wu; ;. Finalement, la masse équivalente est
attachée a la membrure 1 du deuxiéme module, ainsi le vecteur uy , débutera au point
P, 5. On voit donc que les vecteurs u;, relient les articulations des pattes (c’est-a-dire
les points Ay, By et (x.,y.) de la figure 8.13).

Le tableau 8.10 regroupe les valeurs qui permettent de trouver le probléme géo-
métrique inverse de ce mécanisme ainsi que la valeur des angles lorsqu’on utilise le
signe négatif de I’équation (8.17), que la position de la plate-forme est donnée par
r, = 0.25 [cos(27t), cos(6mt)]" et son orientation est ¢, = %gm) avec t = 0.85. La
figure 8.14 donne la représentation graphique schématique de ce mécanisme.

8.5.1.3 Vérification de la compensation dynamique

Pour faire la vérification de la compensation dynamique, une méthode similaire &
celle employé a la section 8.3.1 pourrait étre utilisée mais le probléme de cette méthode
est le fait que la vérification repose sur I’hypothése que le mécanisme est compensé
dynamiquement et fait appel aux équations qui permettent d’obtenir les valeurs des
membrures augmentées. Il serait donc préférable d’utiliser une méthode qui ne suppose a
priori aucune connaissance sur les corps du DCL. C’est pourquoi une méthode similaire

& celle de la section 4.5.2.2 sera utilisée.

Ainsi, pour faire les calculs, on se servira des masses réelles des membrures —
colonnes 2, 4 et 5 des tableaux 8.9 et 8.8 — ce qui permettra I'obtention des forces et

moments sans avoir supposé une compensation quelconque.

Encore une fois, les éléments connus seront la position, vitesse et accélération de
I’'organe terminal — plate-forme — et les moments des moteurs seront trouvés en méme

temps que les forces et moments appliqués sur la base. Une position, et orientation
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TAB. 8.10 — Paramétres pour le PGI du mécanisme PP3-11avec t=0.85.

Variables k=1 k=2 k=3

Ay (m) (0, 2.7500)* | (-2.3816, -1.3750)" | (2.3816, -1.3750) *
By, (m) (0.1685,0.5619)* | (-0.5564, -0.6189)* | (0.8287, -0.6563) *
iy (m) 2.0 2.0 2.0

Yuix (rad) 2.9671 2.9671 2.9671

Ug g (m) 1.0 1.0 1.0

Yyok (rad) T T T

01 (rad) —% —% —%

dap (rad) %6 6 %6

z. (m) 1.7808 * 1.7471 * 1.7111°*

Yo (m) 0.9104 * 0.9735 * -0.9998 *

By (rad) 5.8106 * 5.7748 * 5.7597 *

oy, (rad) 1.6168 1.5044 * 21154 *
0115 (rad) 1.8732 * 3.7241 * 6.024 *

012 (rad) 1.3550 * 1.5868 * 1.8536 *

arbitraire en fonction du temps sera donnée pour le centre de la plate-forme, c’est-a-

dire l'origine du repére R, (Fig. 8.13).

La position des différents éléments du mécanisme est donnée a la section 8.5.1.2.
Pour trouver les vitesses et accélérations, un calculateur symbolique est utilisé en dé-
rivant les différentes variables de positionnement. Si le calcul des accélérations des
variables 0; ;@ = 2,3, 7 = 1,2 et k = 1,2,3 est trop lourd, il est possible de trouver
seulement les vitesses et accélérations : du centre de la plate-forme, de (9'1,“ et éu,k.

Par la suite, les équations (4.23 et 4.24) et leur dérivée peuvent étre utilisées.

Le mécanisme sera décomposé en 19 corps et le DCL sera fait pour ces 19 éléments
qui sont : la plate-forme et les membrures [;;, 7 = 1,2,3, j = 1,2 et £ = 1,2,3 ou
I'indice ¢ indique la membrure, j indique le module et & donne la patte (Fig. 8.16). Les
équations de la section 4.5.2.2 ne peuvent pas étre directement utilisées méme si on leur
ajoute deux nouveaux indices, soit ceux du module et de la patte, car ces équations ne

prennent pas en compte le fait qu'une membrure puisse supporter un corps.
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F1G. 8.14 — Configuration du mécanisme (PP3-11) selon les paramétres des sections
8.5.1.1 et 8.5.1.2.

TAB. 8.11 — Accélération pour les corps du mécanisme PP3-11 avec t=0.85

T [ e [ o [ Bose [ dooa | o
rad/s | rad/s* | rad/s | rad/s* | rad/s | rad/s?

1 -0.0482 | -17.5161 | -0.0192 | -6.9925 | 0.0290 | 10.5235
112 02307 | 43.6875 | 0.1247 | 23.6073 | -0.1060 | -20.0801
3 | -1.5607 | -46.9047 | 1.8300 | 52.1955 | 3.3906 | 99.1002

1| 1.5826 | 91.3722 | 0.2380 | 15.4253 | -1.3446 | -75.9469
212 | -1.8673 | -29.6803 | -0.5299 | -6.7198 | 1.3374 | 22.9605
3 || 0.6392 | -45.4254 | 0.2510 | -17.7014 | -0.3882 | 27.7240
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(b) t =65

F1G. 8.15 — Configuration du mécanisme (PP3-11) selon les mémes paramétres que la
figure 8.14 mais avec des ¢ différents. N.B. Les dimensions du premier module ont été

multipliées par 0.2 (i.e. ;15 et dyg).

La membrure du premier module (/13 x)qui supporte le module 2 subit l'effet de 4
forces (Fig. 8.16). Il y a les deux forces présentes aux extrémités et les deux forces qui

s’ajoutent, soit les forces que le deuxiéme module exerce sur sa base.

C’est-a-dire les forces Fpi 9y et Fpsoy situées a la position uy 1 et
. T
Uy k + d [COS (51,k + Hl,k + 52,k) , SIn (51,k + Hl,k + 52,k)]

respectivement.
La membrure du deuxiéme module (/1) qui se rattache a la plate-forme, subit
Veffet de 3 forces (Fig. 8.16). Il y a les deux forces présentes aux extrémités et la force

exercée par la plate-forme (F, ;) (Tab. 8.13) située a la position ug .

Finalement, on ajoute les 2 équations provenant du DCL de la plate-forme :

3
Z Fpr = muty (8.26)
k=0
3 R T .
Z (QRO rp,k) R Fpk = kpmpdp (8.27)
=0 S1,k
avec
Q%O _ cqs (Ppr)  sin (¢p1) (8.28)
S1,k — S1in (¢pl) COoSs (¢pl)



Fpiik

Fi1G. 8.16 — Diagrammes des corps libres pour une patte et pour la plate-forme du
mécanisme (PP3-11).

On résout alors le systéme d’équations formé par les équations des DCL des pattes
et de la plate-forme pour trouver les forces en jeu. Il est possible, par la suite, de trouver
la valeur de la somme des forces et des moments que la base subit a ’aide des équations
(8.29) et (8.30). On s’apergoit que l'intensité de la somme des forces et de la somme
des moments appliquées sur la base sont négligeables, ce qui prouve que le mécanisme
est bien un mécanisme compensé dynamiquement. En effet, il est clair que les réactions
trouvées sont négligeables lorsqu’on les compare aux forces de réaction calculées aux

différents points d’attache et données aux tableaux 8.12 et 8.13

"N (8.29)

3
> (Fpian+Fpsix) = [0,—1.13687 x 107

k=0
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TAB. 8.12 — Forces sur les membrures du mécanisme PP3-11 lorsque t=0.85.

; Fpik Fpsk Fiok F3ok
N N N N
—4.9413 6.8222 —33.0954 4.5643
1 67.9651 —56.2475 62.1593 —30.4314
—122.3120 126.9170 —130.9500 92.1517
—33.8883 26.5247 40.5214 —8.6395
1600.5100 —1607.0000 1660.4900 —1562.6600
—432.5810 428.2270 —379.7230 186.5860
8.7664 —24.8408 6.5686 —4.1764
5 14.4637 —10.1588 5.6198 —2.6896
7.9784 —33.5717 3.2566 —3.5560
—14.4856 45.0091 —4.3102 1.6384
—9.5282 14.4828 —3.2061 —1.8407
—8.8631 55.3245 —1.4933 1.7254

3
> lax®Fpiax+ (ap + dig) BFps1 — Mo, 1] = 1.81899 x 1072 Nm  (8.30)

k=

0

k Fyk Mo, 1k
N Nm

1| [-2.1886, -8.9276]7 | -232.5930

2 || [-4.7183, 10.0935]7 | 449.0690

3| [6.3268, 7.2819]7 | -2174.6400

TAB. 8.13 — Forces aux points d’attache des pattes et de la plate-forme et moments

appliqués aux pattes entre d; ;, et I3, 5 lorsque t=0.85 pour le mécanisme PP3-11.
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8.5.2 PP3 dont le deuxiéme module est attaché a I3, et 12
(PP3-31)

Ce mécanisme paralléle plan a trois degrés de liberté (Figs. 8.17 et 8.18) posséde une
certaine symétrie puisque ses pattes sont construites selon les mémes parameétres. Pour
chaque patte (k = 1,2,3), on a un mécanisme a quatre barres fixé au repére inertiel
Ry. Le deuxiéme mécanisme a quatre barres de la patte est situé¢ a une distance u; j de
l'origine du repére de la troisiétme membrure du premier mécanisme R 1 et le vecteur
u, j;, fait un angle ¢, 1 par rapport a l’axe X3 ;. La plate-forme est attachée a la mem-
brure /; du deuxiéme mécanisme & quatre barres et sa position par rapport a l'origine
du repére Ry 2 est uy . Une articulation rotoide relie la patte £ a la plate-forme, c’est-
a-dire que le vecteur uyy se termine par une articulation rotoide. Finalement I'effecteur

est situé au centre de masse de la plate-forme, c’est-a-dire a 'origine du repére (R,;).

F1G. 8.17 — Schéma du mécanisme (PP3-31). Les membrures /; ;, de méme teinte ont

le méme 1.



F1G. 8.18 — PP3 dont le deuxiéme module est attaché a I3, (PP3-31).

La figure 8.18 donne une représentation générale du mécanisme. Cela permet de
bien voir toutes les variables qu’on peut définir. Encore une fois aucune optimisation
des parameétres du mécanisme ne sera faite. La seule contrainte & part le fait que
le mécanisme sera compensé dynamiquement est celle d’avoir un mécanisme dont la
représentation graphique est visuellement acceptable. On peut donc se retrouver avec

des valeurs physiques ayant plusieurs ordres de grandeur de différence.

Une optimisation de ce mécanisme devra donc inclure : la relation des différents
parameétres physiques entre eux, la position du deuxiéme mécanisme a quatre barres par
rapport au premier, la position de la plate-forme par rapport au deuxiéme mécanisme a
quatre barres, le positionnement des pattes entre elles etc. On voit donc que le nombre
de variables a prendre en compte au cours de l'optimisation est trés élevé. En plus
d’optimiser pour avoir des valeurs physiques raisonnables, on peut aussi inclure ’espace

de travail dans 'optimisation pour permettre d’effectuer la tache que 'on assignera au
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mécanisme. Puisque le but de cette démonstration est de présenter un mécanisme plan

a trois degrés de liberté aucune de ces possibles optimisations ne sera faite.

8.5.2.1 Paramétres du mécanisme PP3-31

Une description de la procédure utilisée pour trouver les parameétres du mécanisme

sera donnée dans cette section.

Encore une fois, puisque aucune optimisation des paramétres n’est effectuée, on
utilisera une démarche ou la relation entre les différents paramétres est la plus simple
possible. On partira donc de la plate-forme puisque les paramétres de la plate-forme ne
dépendent pas des parametres des pattes. Par la suite, on trouvera les parameétres du 2¢
mécanisme & quatre barres d’une patte,qui inclueront les paramétres de la plate-forme

et, pour finir, on trouvera les paramétres du mécanisme a quatre barres relié au repére
Ro.

Chaque patte possédera les mémes parameétres. La seule différence sera leur position-
nement par rapport au repére Rg. Cela permet de simplifier la recherche des paramétres

du mécanisme et aussi ’élaboration des équations dynamiques du mécanisme.

Les caractéristiques de la plate-forme sont les suivantes : masse totale de la plate-
forme m, = 0.06kg; rayon de giration k, = 0.17m? Maintenant qu'on connait les
caractéristiques de la plate-forme, on peut trouver les valeurs pour les trois masses
équivalentes qui seront situées aux points By, c¢’est-a-dire [bk]Rpl = Tp1 [COS Py, sin qjk]T

a l'aide des équations (8.9—8.11). Les valeurs se retrouvent dans le tableau 8.14.

TAB. 8.14 — Parameétres pour les masses équivalentes du mécanisme PP3-31

K\ Qok | mpk | Tpk

rad | kg m

1| 2 [0.020.17
= 1002017
31 &= ]0.02]0.17

°]

Les points d’attache sur la base, se trouvent aux positions suivantes :

ay = ag [COS Pq i, Sin goa,k]T ot ar = 0.75m et Y, = &= + %TW avec k = 1,2, 3. Etant
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donné la fagon dont le mécanisme est construit, les points A définissent 'origine des

reperes Ry 1 k-

Puisque le mécanisme est symétrique et que les pattes se composent des mémes
modules, les tableaux 8.15 et 8.16 décrivent les parameétres pour toutes les pattes. Pour
le tableau 8.15 la colonne Module représente les caractéristiques totales du module 2,
ce qui inclut les valeurs de la masse équivalente provenant de la plate-forme qui est
rattachée a la membrure {; ;. Pour le tableau 8.16 la colonne Module représente les
caractéristiques totales du module (1,%), ce qui inclut les valeurs totales du module

(2, k) qui est rattaché a la membrure I3 .

TAB. 8.15 — Variables définissant le 2° mécanisme a quatre barres de la figure 8.18. Les
variables marquées d'un * sont calculées a I’aide de la solution M4B-Ycp, (Tab. A.2)

et dy i = 3m.

Variables Membrure 1 Membrure 2 | Membrure 3 | Module
réelle | augmentée

[ (m) 0.25000* | 0.25000 0.75000* 0.25000 —

m (kg) 0.18800" |  0.20800 0.40000 0.22000 0.82800 *

r (m) 0.19457* | 0.20000 0.43800* 0.26545* 0.41087 *

k (m) 0.35720* |  0.34000 0.17246* 0.23991* 0.43702*

¥ (rad) T ¥ 0* T* 0~

TAB. 8.16 — Variables définissant le 1°" mécanisme a quatre barres de la figure 8.18. Les
variables marquées d’'un * sont calculées a I’aide de la solution M4B-Ycp, (Tab. A.2)

et dy = Sm.

Variables || Membrure 1 | Membrure 2 Membrure 3 Module
réelle | augmentée

[ (m) 1.5200* D 1.5200 1.5200 —

m (kg) 0.0500* 0.9400* 0.65100* 1.4790 2.4690 *

r (m) 9.0029* 3.4247* 1.7757* 0.6617 4.2990 *

k (m) 2.2621* 0.2889* 1.2743* 1.3900 2.2440 *

¥ (rad) T 0* -2.7574* ¥ 0~
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8.5.2.2 Probléme géométrique inverse (PGI)

Les équations du probléme géométrique inverse de ce mécanisme se retrouvent a la

section 8.4.4 si I'on remplace les variables s; . et 1, par w;; et 1y, k.

Considérant le mécanisme de la figure 8.18, on attache le second module sur la
membrure 3 du premier module. Ce qui fait que I'origine du vecteur u; ;, est le point Ay,
c’est-a-dire, I'articulation au point Ps ; j et son point d’arrivée est le point P 2, puisque
cela fait partie de la définition des vecteurs wu; ;. Finalement, la masse équivalente est
attachée a la membrure 1 du deuxiéme module, ainsi le vecteur uy , débutera au point
P, 5. On voit donc que les vecteurs u; y, relient les articulations des pattes (i.e les points

Ay, By et (z.,y.) de la figure 8.18).

Le tableau 8.17 regroupe les valeurs qui permettent de solutionner le probléme
géométrique inverse de ce mécanisme ainsi que la valeur des angles lorsqu’on utilise le

signe négatif de I’équation (8.17) et que la position de la plate-forme est donnée par

wt?
360

donne la représentation graphique schématique de ce mécanisme.

r, = 0.03[cos (27t),0]" et son orientation est ¢, = avec t = 5. La figure 8.19

8.5.2.3 Vérification de la compensation dynamique

Pour faire la vérification de la compensation dynamique, on utilise la méme approche

qu’a la section 8.5.1.3, c’est-a-dire que 1’on utilise des DCL de tous les corps mobiles.

Une méthode similaire a celle employée a la section 8.3.1 pourrait étre utilisée mais
le probléme de cette méthode est le fait que, celui qui fait la vérification, doit savoir que
le mécanisme est compensé dynamiquement et aussi avoir a sa disposition les équations
qui permettent d’obtenir les valeurs des membrures augmentées. Il serait donc préférable
d’utiliser une méthode qui suppose, a priori, aucune connaissance sur les corps du DCL.

C’est pourquoi une méthode similaire & la section 4.5.2.2 sera utilisée.

Ainsi, pour faire les calculs, on se servira des masses réelles des membrures —
colonnes 1,2 et 4 du tableau 8.16 et colonnes 1, 3 et 4 du tableau 8.15 — ce qui permettra

I’obtention des forces et moments sans avoir supposé une compensation quelconque.
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TAB. 8.17 — Paramétres pour le PGI du mécanisme PP3-11avec t=0.85.

Variables k=1 k=2 k=3

Ay (m) (0, 0.7500)* | (-0.6495, -0.3750)* | (0.6495, -0.3750) *
By (m) (0.0152,0.1670)* | (-0.1621, -0.0851)* | (0.1323 -0.0849) *
Uk (m) 0.74 0.74 0.74

Yuk (rad) T I T

Us (m) 0.251 0.251 0.251

Yok (rad) T T 0

01 (rad) -z T =

dor (rad) s T s

z. (m) 0.7077 * 0.7102 * 1.7111 *

Yo (m) 0.2162 * 0.2057 * 20.9998 *

B, (rad) 0.2965 * 0.2818 * 0.3084

o (rad) 3.8830 * 3.8208 * 3.9412 *
0115 (rad) 5.7681 * 20,4907 -0.4647 *
010 (rad) 4.6684 " 4.6062 4.7266

Encore une fois, les éléments connus seront la position, vitesse et accélération de
I'organe terminal — plate-forme — et les moments des moteurs seront trouvés en méme
temps que les forces et moments appliqués sur la base. Une position, et orientation
arbitraire en fonction du temps sera donnée pour le centre de la plate-forme, c’est-a-

dire, l'origine du repére R, (Fig. 8.18).

La position des différents éléments du mécanisme est donnée a la section 8.5.2.2 et

les positions, vitesses et accélérations sont données au tableau 8.18.

Tout comme pour le mécanisme précédent, le mécanisme est décomposé en 19 corps

et le DCL sera fait pour ces 19 éléments.

La membrure du premier module (/31 ) qui supporte le module 2 subit l'effet de 4
forces (Fig. 8.21). Il y a les deux forces présentes aux extrémités et les deux forces qui

s’ajoutent, soit les forces que le deuxiéme module exerce sur sa base. C’est-a-dire, les

forces Fp1 9 et Fpsoy situées a la position uy ;1 et

ul,k + d [COS (51,k + 93,k + 52,k) y sin (51,k + eg,k + (52,k)]T
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F1G. 8.19 — Configuration du mécanisme (PP3-31) selon les paramétres des sections
8.5.2.1 et 8.5.2.2. N.B. Les dimensions du premier module ont été multipliées par 0.2
(16 li,l,k et de).

respectivement.

La membrure du deuxiéme module (I12) qui se rattache a la plate-forme subit
effet de 3 forces (Fig. 8.21). Il y a les deux forces présentes aux extrémités et la force

exercée par la plate-forme (F, ;) (Tab. 8.20) située a la position ug .

On résout le systéme d’équation formé par les équations des DCL des pattes et de
la plate-forme pour trouver les forces en jeu. Il est alors possible par la suite de trouver
la valeur de la somme des forces et des moments que la base subit a ’aide des équations

(8.31) et (8.32). On s’apergoit que l'intensité de la somme des forces et de la somme
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(a) t =+/20 (b) t = /40 (c) t =+/60

F1G. 8.20 — Configuration du mécanisme (PP3-31) selon les mémes paramétres que la
figure 8.19 mais avec des ¢ différents. N.B. Les dimensions du premier module ont été

multipliées par 0.2 (i.e. ;15 et dyg).

des moments appliquées sur la base est négligeable, ce qui prouve que le mécanisme est

bien un mécanisme compensé dynamiquement.

3
Z (Fpi1k+Fpsik) =0, U]T N (8.31)
k=0

3
Z la, XM Fpi1+ (ap +dig) XFps1 — Mo, 16] =0 Nm (8.32)

k=0

TAB. 8.18 — Accélération pour les corps du mécanisme PP3-31 avec t:%.

ik | Oujn | Oagr | Bajr | Bsjn | Osik
rad/s | rad/s®> | rad/s | rad/s* | rad/s | rad/s*

1] 0.1559 | -0.5800 | -0.1227 | 0.4706 | -0.2786 | 1.0507
112 0.0153 | 0.1019 | -0.0122 | -0.0808 | -0.0275 | -0.1828
3 || -0.1402 | 0.6926 | 0.1125 | -0.5452 | 0.2528 | -1.2378
1] 0.0199 | 0.1434 | 0.0044 | 0.0314 | -0.0155 | -0.1119
2121 -0.6820 | 2.1245 | -0.1690 | 0.3303 | 0.5129 | -1.7942
3 || 0.6338 | -2.4912 | 0.1224 | -0.6772 | -0.5114 | 1.8140
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—Fpsik

Fgiix

Fi1G. 8.21 — Diagramme des corps libres pour une patte et pour la plate-forme du
mécanisme (PP3-31).

L’observation des tableaux 8.19 et 8.20 démontre clairement que les forces internes

sont importantes méme si les réactions globales sont nulles.

8.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a synthétisé des mécanismes sériels et paralléles plans a 3 degrés
de liberté qui sont dynamiquement équilibrés. Ceci a été rendu possible par 1'utilisa-
tion de modules formés de mécanismes a quatre barres dynamiquement équilibrés. Des
exemples numériques ont été donnés pour clairement démontrer la faisabilité de tels

mécanismes.
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TAB. 8.19 — Forces sur les membrures du mécanisme PP3-31 lorsque t:%

Fpik Fis,jk Fi2k Fa2jk
N N N N
—1.1664 0.5081 —0.9124 0.2341
—2.8439 3.2107 —2.7824 3.2842
—0.5583 1.1662 —0.5257 0.5532
—0.0874 0.4740 —0.1196 0.2662

2.5891 —2.5387 2.6645 —3.6351
—3.0852 2.3317 —2.7825 2.4709
0.8912 —0.0507 0.1043 ~0.0603

0.4380 —0.4420 0.0823 —0.2566

0.8355 03072 0.3301 ~0.1932
0.6340 —0.2327 0.2431 —0.1535

0.0949 0.1279 0.1527 0.0353

—1.0165 —0.2584 —0.2251 —0.1748

k

Fp,k

MOg,l,k

N

Nm

TAB. 8.20 — Forces aux points d’attache des pattes et de la plate-forme et moments

appliqués aux pattes entre d; ;, et I3 lorsque tzé pour le mécanisme PP3-31.

0.6701, —0.3669]7 | 6.2194
[—0.5960, —0.3867]7 | -1.0296
[—0.0385,0.7535]7 | -7.2614




Chapitre 9

Conclusion

Le but général de cette thése consistait & trouver des mécanismes compensés dyna-
miquement. Plusieurs méthodes donnent la possibilité de compenser dynamiquement
un mécanisme. On peut penser aux méthodes qui utilisent le controle pour obtenir la
compensation. On peut aussi penser aux méthodes qui ajoutent des contre-rotations

ou d’autres éléments mécaniques supplémentaires.

Ainsi, certaines contraintes se sont rattachées au but principal, ¢’est-a-dire, obtenir
des mécanismes compensés dynamiquement sans ajouter de composantes et que la
compensation existe pour tout mouvement. Une des possibilités qui restait était donc
de trouver des relations entre les différents parameétres physiques du mécanisme pour
faire en sorte qu’il soit compensé dynamiquement pour tout déplacement, toute vitesse

et toute accélération.
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9.1 Compensation dynamique

Puisque cette recherche abordait un secteur inexploré de la compensation dyna-
mique, les mécanismes étudiés ont été des plus simples. Par contre, cette simplicité a
permis la construction de mécanismes beaucoup plus complexes puisqu’il était possible

de travailler avec les équations de contraintes grace a leur simplicité.

9.1.1 Meécanismes & quatre barres

Un des mécanismes les plus simples est le mécanisme a quatre barres plan. Etant
donné qu’il a déja été démontré qu’il peut étre compensé statiquement, ce mécanisme

est donc un bon candidat pour la compensation dynamique.

La recherche effectuée dans cette thése a démontré que les mécanismes & quatre
barres peuvent étre compensés, s’ils respectent un des ensembles de contraintes de

compensation dynamique (CCD) (Tab : A.2).

Les CCD peuvent paraitre contraignantes mais le nombre d’équations de contraintes
étant moindre que le nombre de variables, le nombre de mécanismes pouvant étre

générés par un ensemble de CCD est infini.

Ce résultat (les 3 familles de CCD) est important puisqu’il ouvre pour la premiére
fois la porte a l'utilisation de mécanismes a quatre barres compensés dynamiquement

mais qui ne comporte aucun ajout mécanique.

9.1.2 Meécanisme a cinq barres

Puisque les mécanismes & quatre barres pouvaient étre compensés dynamiquement,
on s’est penché sur des mécanismes un peu plus complexes, c’est-a-dire, les mécanismes a
cing barres. Aprés une analyse rigoureuse, on a conclu que ces mécanismes ne pouvaient

étre compensés dynamiquement lorsqu’on imposait les mémes contraintes de départ.



9.1.3 Meécanismes a plusieurs degrés de liberté

Le but a long terme de cette recherche est de développer des mécanismes dynami-

quement équilibrés qui posseédent jusqu’a 6 degrés de liberté.

Souvent les résultats d’une recherche semblent trés prometteurs lorsqu’on les regarde
seulement du point de vue théorique. Il a été intéressant de pouvoir établir que ce qui

avait été trouvé pouvait avoir des applications pratiques.

Deux grandes familles de manipulateurs existent. Il y a les manipulateurs sériels et
paralléles. On s’est donc affairé a trouver au moins un exemple pour chaque grande

famille de manipulateurs.

A Taide de la cascade des paramétres physiques, il est possible de construire des
mécanismes a plusieurs degrés de liberté. De plus, 'agencement des mécanismes a quatre
barres peut varier et ainsi créer des manipulateurs avec différentes caractéristiques car

la cascade peut se faire sur toutes les membrures du mécanisme.

Dans cette thése, des exemples de mécanismes a 3 degrés de liberté équilibrés dy-

namiquement ont été donnés, ce qui illustre la porté éventuelle des résultats obtenus.

9.2 Travaux futurs

Cette recherche n ’a résolu qu'une partie du probléme de la compensation dynamique
applicable aux mécanismes a plusieurs degrés de liberté. En effet, cette recherche s’est
restreinte aux mécanismes plans. De plus, les applications n’ont présenté que des méca-
nismes qui respectaient les CCD et qui étaient visuellement acceptables. A partir de ces
résultats, plusieurs directions de recherche peuvent étre envisagées. Par ailleurs, bien
que cette these soit soutenue en 2005 les travaux qui y sont décrits ont été complétés
en 2000. Par conséquent, certaines de ces directions de recherche potentielles ont déja

été explorées, a la suite des travaux présentés dans cette these.
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9.2.1 Optimisation

Un complément de recherche serait de trouver des mécanismes dont les parameétres
physiques peuvent permettre la création de prototypes. Certains mécanismes donnés en
exemple ont des rapports de masses ou des rapports de longueurs entre les membrures de
plusieurs ordres de grandeur de différence. De plus, il arrivait que la position du centre

de masse d’une membrure se situait trés loin de la ligne reliant les deux articulations.

Une optimisation pourrait aussi étre effectuée pour trouver un mécanisme possédant

tel genre d’espace de travail. C’est possible dii au nombre de variables libres disponibles.

Cette approche a été utilisée dans [Coté et al., 2001; Gosselin et al., 2004| pour
la synthése de modéles en plastique de mécanismes a quatre barres dynamiquement
équilibrés. L’optimisation & été réalisée avec la méthode du gradient avec contraintes.

Le modéle construit est illustré a la figure 9.1.

F1G. 9.1 — Mécanisme a quatre barres dynamiquement équilibrés (tiré de Coté et al.
[2001])

Par ailleurs, dans [Foucault et Gosselin, 2004] un prototype actionné de mécanisme
parallele & 3 degrés de liberté dynamiquement équilibré a été construit. Celui-ci est
montré a la figure 9.2. Il est a noter que ce mécanisme est construit a partir de méca-

nismes a 5 degrés de liberté plan incluant des contre-rotations.



F1G. 9.2 — Prototype tiré de Foucault et Gosselin [2004]

9.2.2 Compensation dynamique en 3D

Dans cette thése, la recherche s’est restreinte aux mécanismes plans. Il reste donc
toute la dimension des mécanismes spatiaux a aborder. Deux approches possibles se-

raient dans la continuité de ce travail.

9.2.2.1 Utilisation de mécanismes a quatre barres plan

Il pourrait étre intéressant de vérifier s’il est possible de compenser dynamiquement
un mécanisme spatial en le construisant a partir de mécanismes a quatre barres plans

qui ne sont pas nécessairement tous dans le méme plan.

Cette approche a été utilisée dans [Foucault et Gosselin, 2004] pour synthétiser des
mécanismes spatiaux a 3 degrés de liberté. Les mécanismes obtenus sont construits

a partir de mécanismes a quatre barres plans montés dans des plans distincts. Le
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mécanisme global est un mécanisme spatial mais les mécanismes plans utilisés bougent

dans des plans fixes.

Par ailleurs, il a été démontrés dans [Wu, 2003; Wu et Gosselin, 2004| qu’il était
possible de modifier le mécanisme & quatre barres plan afin qu’il puisse étre équilibrés
méme pour des mouvements hors plan. Grace a ce résultat, les auteurs ont pu syn-
thétiser des mécanismes paralléles a 6 degrés de liberté dynamiquement équilibrés. Un

exemple est montré a la figure 9.3.

F1G. 9.3 — Prototype physique tiré de Wu et Gosselin [2004]

9.2.2.2 Meécanismes a quatre barres spatiaux

Il serait aussi intéressant d’aborder le probléme & l’aide de mécanismes a quatre
barres spatiaux. Dans le livre de Hunt [1978|, Hunt présente des exemples de méca~

nismes a quatre barres qui pourraient servir de base pour élaborer les équations de

CCD.

Une autre avenue de recherche prometteuse est la dérivation de conditions moins res-
trictives pour I'équilibrage de mécanismes complexes, c¢’est-a-dire d’éviter 1'équilibrage
indépendant des différentes pattes d’'un mécanisme paralléle. Cette avenue pourrait
sans doute permettre d’obtenir de meilleurs mécanismes. Elle renferme toutefois des

défis importants.
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En conclusion, on peut donc constater que les résultats de cette recherche ont déja
conduit a des développements importants dans le domaine de I’équilibrage de mécanis-
mes a plusieurs degrés de liberté. Cependant, méme si d’intéressants résultats resortent

de cette recherche, seulement la surface du probléme de compensation dynamique a été

explorée.
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Annexe A

Résumé des CCD et des familles de

solution

Cette annexe permet de regrouper en un méme endroit les différentes contraintes de com-
pensation dynamique (CCD) applicables aux mécanismes a quatre barres ainsi que les familles
de solutions, qui simplifient Y7, utilisées dans cette thése.
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A.1 Contraintes de compensation dynamique (CCD)

Les CCD permettent de construire un mécanisme a quatre barres compensé dyna-
miquement. La compensation a été obtenue en contraignant les parameétres physiques

a respecter certains rapports entre eux.

Un mécanisme compensé dynamiquement sera obtenu si toutes les contraintes d’une

méme colonne des tableaux A.1 ou A.2 sont respectées.

De plus, on doit respecter la définition qu’on a donné a certaines valeurs physiques
pour avoir un mécanisme physiquement possible. Sachant que les masses et les longueurs
des membrures ont été définies semi-positives, il faut avoir les m; et [; plus grands que

ZEro.

Les champs libres dans le tableau indiquent les variables libres. Finalement, les —

indiquent que la variable ne s’applique pas pour ces CCD.

I est & noter que si on simplifie les différentes variables de M/B-Y¢g,, on se retrouve
avec les mémes contraintes que pour M/B-G, c¢’est pourquoi dans le tableau A.2 les
CCD M4B-G et M4B-Yc¢g, sont regroupées dans la méme colonne.

A.2 Familles de solutions simplifiant Y;

Dans cette section on a regroupé les différentes familles de solutions qui permettent
de simplifier la variable Y; (Eq :4.34).

Dans le tableau A.3, les familles de solutions qui permettent la transformation de
Y1 en un carré parfait (Y1-CPiet Y1-CP,) seront présentées ainsi que la famille de

solution qui permet de faire sortir un C; du radical (Y1-CS;).
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TAB. A.1 — Tableau regroupant les numéros des équations des CCD.

Variables | M4B-G | M{B-Ycp, | M4B-Yep, | M4B-Yeg,
Figure 4.2 5.3 5.3 —

my

me

mg

Uy (4.83) (5.110) (5.143) (4.83)
Uy (4.80) (5.106) (5.140) (4.80)
Y3 (4.74) (5.104) (4.4) (4.74)
™

T (4.85) (5.111) (5.144) (4.85)
T3 (4.73) (5.103) (4.2) 4.73)
k1 (5.136)

ko (4.77) (5.112) (4.77)
ks (4.78 (5.113) (5.137) 78
l

lo 5.37) 5.39)

I3 (4.76) 5.38) 5.39) (5.61)
d (4.75) (4.75)
Yi (4.34) (5.36) (5.36) (5.64)
€ +1 -1 1 +1
19 — — (5.175)
¢ — — +1
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TAB. A.2 — Regroupement des différents ensembles de CCD lorsque les simplifications

ont été appliquées. Note : Les variables £ et ( ne font pas parties des CCD puisque lors

de la simplification elles sont multipliées par zéro ce qui les fait disparaitre.

M4B— YCPl M4B— YCP2 M4B-G et M4B— YCSZ-
ma
me
ms
(o 2n+1)m 2n+1)m 2nm
(1 2nm 2n+1)w 2nm
3 T+ 1o T+ 1y T+ o
™
| n(1-n) —fp + ™ Llimatmry)
A e s
Ky \/12—m17'1(7"1+ll)
mi
]{32 \/m2(l2r2—r2)—ll \/mgrg(lg costpa—r2)—1I1
mo m2
/{33 \/11—7713(l37”3+7”§) \/—11—77137“:s(7“3+l3 cos 2) \/mw”:a(l:a cos Pp3—r3)—1
m3 m3 m3
l
12 12 =d l2 = ll
lg lgzll lgzd l3:l2
d d=1
Vi | 26¢]CF = A 2¢|CF — N
€ -1 1 +1
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TAB. A.3 — Regroupement familles de solutions pour Y;.

Y1 =2¢|CF = Aj| Y1 =2|C1 + &M Vies
Yies = 6\/012 +g1C1 + 9o
Yi-CP, Y1-CP, Y1-CS;
Contraintes | Eq : | Contraintes || Eq : Contraintes
lo=d (5.31) lo=1 (5.57) eo =4
I3=1 (5.32) l3=d (5.58) ag = &N
ag = —2A; || (5.33) | ap = —2A; || (5.59) =[Ay (1 4+ Ay) — A
ar=0 [ (534)] a;=0 | (5.60) g = —oth)
as = 2 (5.35) as = (5.61) | Az = (£+X1)2+ X [)\2 +2¢ (1 +&N)]
(5.62) (=
(5.63) &=




Annexe B

Définition de 'opérateur X

Lors de I’écriture des équations, il est possible de vouloir écrire les équations sous
forme vectorielle. Mais tous les opérateurs ne sont pas définis pour des vecteurs qu’on

représente en 2D. On peut penser au produit vectoriel pour donner un exemple.

On peut donc se demander, pourquoi vouloir écrire les équations sous forme vecto-
rielle dans un espace a deux dimensions ? Il peut y avoir plusieurs raisons : en écrivant
les équations sous forme vectorielle pour un domaine en 2D, I'extension de ces équa-
tions au 3D ce fera tout naturellement; 1’écriture des équations directement en 3D
introduit une quantité non négligeable de parameétres qui devront étre nuls ainsi cela

fait beaucoup de termes superflus a traiter analytiquement.

Ces raisons ont donc amené & introduire un nouvel opérateur, car des auteurs Si-

natra et Angeles [1995] avaient déja introduit un opérateur qui permettait certaines
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manipulations sur des vecteurs en 2D mais on a étendu les possibilités de cet opérateur
pour avoir plus de fonctionnalité. On définit le nouvel opérateur, noté X, comme suit :

0 -1

ARB =VA=[a)] € R" B = [b, b)) €¢R?* K= |AX B = [—a1by, a;by]

(B.1)
0 1

AXB=VA = [CLl,CLQ] ERz,B: [bl’bQ]T€R2:&E ‘A@B:albg—agbl

(B.2)

La premiére définition fournit la définition permettant la multiplication d’une valeur
scalaire représentant en fait le module d’un vecteur défini perpendiculairement au plan

de travail par un vecteur.

On peut vouloir faire une telle chose lorsque que 1'on veut multiplier une vitesse

angulaire par un vecteur pour obtenir I'effet d’un repére en mouvement.

Si on prend un exemple en 3D. On sait que
plr, =Ip[+wxp= [0y, bz, 0]" (B.3)

avec
p=[z,y2" (B.4)

ou |p[ désigne la dérivée par rapport au temps des composantes du vecteur p et w X p
est le produit vectoriel du vecteur vitesse angulaire du repére dans lequel on a exprimé

le vecteur p par le vecteur p ainsi la vitesse angulaire du repére Ry est donné par

w =1[0,0,6]" (B.5)

On voit donc que plusieurs termes sont inutiles, ¢’est pourquoi on a introduit 1’'opé-

rateur X qui permet de réécrire cette équation sous la forme :
g, =i+ BRr = [-fy, 5] (B.6)

avec

r=l[zy]" (B.7)
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ou || désigne la dérivée par rapport au temps des composantes du vecteur r et BXr
est la vitesse angulaire du repére dans lequel on a exprimé le vecteur r par le vecteur

r selon la définition B.1.

La deuxiéme définition permet la projection de deux vecteurs dans le plan dans la

direction perpendiculaire au plan.

On peut vouloir faire une telle chose lorsque 'on veut trouver le moment généré par
une force. On sait que le moment est perpendiculaire au plan d’action de la force et du
vecteur reliant la force au point ot 'on calcule le moment. Si on prend un exemple 3D.

On sait que

rxF=1[0,0,2f, —yf,]" (B.8)

ol
r = [z,y,0]" (B.9)
F = [f, f,. 0 (5.10)

Si on réécrit cette équation en 2D en utilisant 'opérateur X, on obtient :
rXF=xf, —yf, (B.11)

ou
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Annexe C

Ecriture des angles intermédiaires en

fonction de 65

Dans la section 4.2.1, les équations présentées permettaient d’écrire les angles in-
termédiaires en fonction de l'angle d’entrée qui est #;. Par contre, dans certains cas il
peut étre utile d’écrire les angles décrivant le positionnement d’'un mécanisme & quatre
barres en fonction d’un autre angle que ;. Dans cette section ’écriture des angles se

fera donc en fonction de ’angle 65.
La premiére étape étant la plus facile, il ne s’agit que d’isoler les fonctions trigo-

nométriques cosf; et sinf; des équations (3.13) et (3.14), pour simplifier I'écriture,

les équations ont été divisées par d ce qui permet d’utiliser la notation donnée aux
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équations (4.25 et 4.26). Les équations seront donc les suivantes :

Ci=Cs—Cy+1 (C.1)
S; =S5 — Sy (C.2)

En utilisant 'identité trigonométrique C? + S? = A; et les équations (C.1) et (C.2),
on trouve la relation qui permet d’exprimer Sy en fonction de C5 et 6;. Cette équation

se présente comme suit :

_ Ay —Cy(1+C5) + Gy

S S,

(C.3)

avec

1A+ A+ A
- 2

Aj (C4)

ou A; est donné a I'équation (4.32).

Puisqu’on connait maintenant la valeur de Sy, on peut obtenir la valeur de Cy a

'aide de l'identité trigonométrique C? + S? = A; et de 'équation (C.3), ce qui donne :

EELIERE ©
avec
Yy = e\/ B} — 4By B, (C.6)
By =203+ A3 + 1 (C.7)
By = =2 [C5 + (1 + A3)C5 + A (C.8)
By = (1 + A9)C5 + 2A3C5 + A — AoA; (C.9)

avec € provenant de I’équation (4.38)

La variable € permet de choisir le mode d’assemblage du mécanisme. Deux modes
d’assemblage sont possibles pour un mécanisme a quatre barres (Fig. 4.1), c’est-a-dire,
le mode concave (e = —1) ou ¢} < 180° et le mode convexe (¢ = —1) ou 1§ > 180°.
Y} est donné a la figure 3.1. Ces configurations du mécanisme sont appelées modes
d’assemblage puisqu’il peut arriver que la seule fagcon de passer d’'un mode a l'autre

soit par le démantélement du mécanisme.

Il peut étre utile d’avoir la dérivée des variables intermédiaires en fonction du temps.

Pour les obtenir, il suffit de dériver les équations (3.13) et (3.14) et d’isoler les variables

205



206

voulues, ce qui donne :

i _ —(CsSy — CaSy)fs
! 55, — C1.5,
(C3S) — C1.55)0s
8] — €159

(C.10)

f, —

(C.11)



Annexe D

Coefficients de ’équation (7.57)

Il est & noter que 'on a donné seulement les coefficients différents de zéro.

L+ 1)
L+ I3)

az020,1 =4(—
asoi0,1 =4(—
aooo1 =2(1 = A9)(— 1Lz + I)
asoso1 =4(—1 + I3
(=L + I3
(=L + I3
anog =4(—I + I3
aso10,0 =2 [(2+ A} — Do) o — (14 Ag) I3 + Nj (315 — 213)]

A2020,1 =2

a2111,1 =4

)
)
)
)
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azoo01 =2 [(1 + A} — Do) Lo — Aols + Aj(31: — 215)] (D.9)
ayio,1 =4(—1p + I3) ( )
ayin,1 =2(—1I + I3) ( )
aror1 =2 [(A] — Do) + (1 — Ao) I3 + Aj(2L> — I3)] (D.12)
ao30,1 =2(lr — I3) ( )
a10201 =2 [(1 + A — Ao) Lo — Aol3 + X (31, — 215)] (D.14)
aio101 =2(—2X] + \])(— Iz + I3) (D.15)
aro00,1 =2 {7 [(=1 = A+ Do) + Aol3] + A [l — I3 + Aj(—2L + I3)]} (D.16)
Qaop121,1 :2(12 - 13) ( )
a1y =2 [(2+ N — Do) Lo — (14 Ag) I3 + A}(21, — I3)] (D.18)
agiory =2 [(1+ X — Do) — Aols + X3 (215 — I5)] (D.19)
Q0030,1 :2)&([2 - 13) ( )
agot0,1 =277 [(—2 = A + Ao) Lo 4+ (14 Ag) I3 + Nj(—2L + I5)] (D.21)
agooo,s =27 [(—1 = AT+ Ao) Lo + Aol + Nj (=215 + I3)] ( )

bionog =—20I — I — I3 (D.23)
bioon = =201 — L — I3 (D.24)
boior1 = — 20 — I, — I3 (D.25)
booro,1 =214 (D.26)
boooo,n =(1 + DL + X3 (1L + L + ) (D.27)



