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Résumé court

Pour une posture souhaitée d’'un manipulateur parallele, la flexibilité des mem-
brures et des articulations actionnées, ainsi que le jeu aux articulations rotoides pas-
sives, permettent un mouvement du manipulateur, méme lorsque ses actionneurs sont
immobilisés.

Cette these comprend une étude de quelques caractéristiques des manipulateurs pa-
ralleles lorsque le jeu et la flexibilité sont considérés. Celle-ci comprend la distribution
de la précision possible a l'intérieur de I'espace de travail, les propriétés cinématiques,
dont la dextérité et la raideur, mais plus particulierement les configurations singulieres
qui correspondent a une dextérité nulle. En considérant un jeu et une flexibilité fi-
nis, les courbes singulieres deviennent des zones singulieres. Ces zones peuvent réduire
considérablement ’espace de travail utile des manipulateurs. Ainsi une configuration

qui ne correspond pas, en théorie, a une configuration singuliere, peut le devenir.



Résumé

Pour une posture souhaitée de I'organe terminal d’'un manipulateur, la flexibilité des
membrures et des articulations actionnées, ainsi que le jeu aux articulations rotoides
passives, permettent un mouvement du manipulateur, méme lorsque ses actionneurs
sont immobilisés. Ce mouvement n’est pas contraint et dépend des forces et moments

appliqués.

Cette these comprend une étude en deux parties de quelques caractéristiques des
manipulateurs lorsque le jeu et la flexibilité sont considérés. La premiere partie com-
prend ’espace de travail et la distribution de la précision possible a I'intérieur de celui-ci,
en calculant la plus grande erreur possible et I'amplitude du mouvement. La deuxieme
partie de I’étude comprend les propriétés cinématiques, dont la dextérité et la raideur.
Le mouvement permis par le jeu et la flexibilité cause une dégradation des propriétés

cinématiques.

Des algorithmes pour I’étude de l'effet du jeu et de la flexibilité (tension/compression
et flexion) sont présentés pour un total de six manipulateurs. Ces algorithmes varient,
selon le type de chaine cinématique : articulations RPR, SPS, ou RRR (R = rotoide,
P = prismatique, S = sphérique, l'articulation actionnée étant soulignée) et selon les
sorties et le nombre de degrés de liberté (DDL) : position seulement (2 DDL, 3 DDL),
orientation seulement (3 DDL) ou position et orientation combinées (manipulateurs
plans a 3 DDL).

A Tintérieur de I'espace de travail, certaines zones sont plus sensibles au jeu et a la

flexibilité et le manipulateur peut voir une plus grande diminution de sa dextérité et de
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sa raideur. L’aspect le plus important de I’étude des propriétés cinématiques d'un ma-
nipulateur est de connaitre ses configurations singulieres, correspondant a une dextérité
nulle. Les configurations singulieres d’un manipulateur peuvent étre représentées par
des courbes exprimées dans le méme espace cartésien que son espace de travail. Si les
courbes des singularités se trouvent a l'intérieur des frontieres de l'espace de travail,
elles limitent 1’espace de travail utile, puisque 'organe terminal d’'un manipulateur ne

doit habituellement pas traverser celles-ci.

En considérant un jeu et une flexibilité finis, les courbes singulieres deviennent des
zones singulieres. Ces zones réduisent davantage 1’espace de travail utile des manipula-
teurs. Ainsi, une configuration qui ne correspond pas, en théorie, & une configuration

singuliere, peut le devenir si les jeux ne sont pas nuls ou si la raideur n’est pas infinie.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Problématique

Le début de la robotique moderne a eu lieu a la fin des années soixante, ou 'ar-
rivée des microprocesseurs a rendu possible la commande des robots par ordinateur.
L’économie mondiale de I'époque a permis l'automatisation de l'industrie, donc le
développement des systemes de conception et de fabrication par ordinateur et 1'uti-

lisation des robots industriels [1,2].

Pendant longtemps, les taches associées aux manipulateurs, presque tous sériels,
étaient relativement simples et ne demandaient pas une précision élevée. A I’approche
des années quatre-vingt-dix sont arrivées de nouvelles applications demandant plus de
précision a des vitesses plus élevées. Le besoin de développer de nouvelles structures

pour combler les lacunes des manipulateurs sériels alors utilisés était clair.
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Un manipulateur sériel est une chaine cinématique ouverte, formée de membres reliés
en série par des articulations actionnées. Les manipulateurs paralleles sont constitués
d’une base fixe, d’une plate-forme mobile et de chaines cinématiques de type sériel
reliant la base a la plate-forme. Des chaines cinématiques fermées sont ainsi formées.
Contrairement aux manipulateurs sériels, certaines articulations des manipulateurs pa-
ralleles ne sont pas actionnées, donc passives. Un organe terminal est placé au bout du
dernier membre du manipulateur sériel, ou dans le cas des manipulateurs paralleles,

n’importe ou sur la plate-forme mobile.

Les avantages des manipulateurs paralleles, en comparaison avec les manipulateurs
sériels, sont leur raideur et leur précision accrue [3,4]. De plus, puisque les actionneurs
peuvent étre placés sur la base ou pres de celle-ci, les propriétés dynamiques sont
meilleures, 'inertie des parties mobiles étant grandement réduite. Lorsque de fortes
charges sont appliquées ou que des vitesses élevées et grandes précisions sont requises,

ces attributs deviennent nécessaires.

Depuis les années quatre-vingts, plus de chercheurs se sont intéressés aux problemes
d’analyse, de design et de commande des manipulateurs paralleles, et leurs caractéris-

tiques sont plus connues [5].

Dans presque toutes les applications robotiques, 'optimisation de la dextérité est
effectuée et différentes méthodes sont utilisées [6]. La dextérité est une mesure de la per-
formance cinématique et/ou dynamique du manipulateur. L’optimisation des propriétés
cinématiques et l'identification des configurations singulieres ont attiré I'attention de
plusieurs chercheurs et un survol de leurs travaux est présenté au premier chapitre. Les
configurations qui correspondent a une singularité (dextérité nulle) ont comme résultat
un changement instantané du nombre de degrés de liberté, une perte de controle et
donc une dégradation de la raideur caractéristique et recherchée des manipulateurs

paralleles.

Une source d’erreur importante chez les manipulateurs sériels est la flexion dans
les membrures [7]. Pour réduire la flexion, les membres sont construits de fagon plus
rigide, ce qui les rend lourds. Le rapport raideur/poids est donc faible. De plus, la

grande inertie du manipulateur rend sa commande plus complexe a grande vitesse.

Avec les manipulateurs paralleles, il est possible de placer les actionneurs pres de la



base fixe et méme sur celle-ci afin d’améliorer les propriétés dynamiques. Les forces et
les moments appliqués a ’organe terminal sont partagés entre les chaines cinématiques
dans le cas de ces manipulateurs. Malgré ceci, il est important de considérer la flexibilité

des manipulateurs paralleles afin d’augmenter davantage la précision.

La flexibilité n’est pas la seule source d’erreur d’'un manipulateur. Il faut aussi inclure
les erreurs de position et d’orientation dues au jeu dans les articulations. Ces erreurs
variables dépendent non seulement de la posture voulue du manipulateur, mais aussi
des forces présentes. Lors du design d’'un manipulateur pour une tache donnée, lors de
I’étude des propriétés d’'un manipulateur dans ’ensemble de son espace de travail, ou
bien lors de la planification d’une trajectoire, il peut s’avérer important de connaitre
les zones les plus sensibles a ces sources d’erreur qui ne peuvent pas étre éliminées par

I’étalonnage.

L’effet du jeu dans les articulations passives et de la flexibilité des membrures sur
I’erreur de positionnement et d’orientation est un domaine encore peu exploré. Les
études de leurs effets sur les propriétés cinématiques, telles que la dextérité et la raideur,

sont pratiquement absentes de la littérature.

1.2 Objectifs

L’objectif global de ce travail consiste a développer des méthodes pour mieux
connaitre les propriétés réelles d’'un manipulateur, dans le but d’assister I'optimisa-
tion et l'adaptation d’un site robotisé a une tache donnée ou dans le but d’assister

I'optimisation des propriétés d’un manipulateur a I’étape du design.

L’étude des propriétés des manipulateurs comprend les erreurs de précision dues a la
flexibilité des membrures et des articulations et dues au jeu dans les articulations pas-
sives, les configurations singulieres additionnelles dues a ces erreurs, et la dégradation

possible de la dextérité et de la raideur.

Les erreurs de précision varient d'un endroit a un autre a l'intérieur de 1’espace
de travail. Cette these contient des cartes de la variation de ces erreurs pour tous les

mécanismes étudiés. De plus, elle contient des cartes de la distribution des propriétés



cinématiques, avec et sans la dégradation causée par le jeu et la flexibilité. Ces cartes,

en donnant une vue d’ensemble, facilitent 'analyse de I'effet du jeu et de la flexibilité.

Malgré I'importance de la précision et des propriétés cinématiques, 1’objectif prin-
cipal, qui est aussi la plus grande contribution de cette these, est 'obtention des zones
singulieres. L’espace de travail d'un manipulateur sans jeu, avec une raideur infinie peut
contenir des courbes ou le manipulateur aura une dextérité nulle et sera en configu-
ration singuliere. En considérant un jeu et une flexibilité finis, les courbes singulieres
deviennent des zones singulieres. Connaitre ’étendue de ces zones peut aider a la pla-

nification d’une tache ou au design d’un manipulateur.

Des algorithmes ont été développés pour six architectures différentes. Ceux-ci varient
selon le type de chaine cinématique (RPR, SPS ou RRR), selon le nombre de degrés de

liberté et selon les sorties (positions et/ou orientations) considérées.

1.3 Structure de la these

La revue de littérature du prochain chapitre débute par I'examen des méthodes
de détermination de l'espace de travail et la définition des différents types d’espaces
de travail. Différentes modélisations du jeu aux articulations rotoides sont présentées,
ainsi que des travaux sur le sujet du mouvement permis par le jeu. Ensuite, des travaux
divers portant sur les configurations singulieres, leur classification, les méthodes utilisées
pour obtenir les courbes des singularités et I’évitement des singularités sont examinés.
Quelques méthodes de calcul de la dextérité sont incluses, suivies par des méthodes de
calcul de la raideur. Pour finir, des modeles existants pour représenter la flexibilité sont

présentés.

L’architecture des six manipulateurs étudiés est présentée au chapitre 3, ainsi que
le probleme géométrique inverse de chacun. Les manipulateurs plans sont le 2-RPR,
le 3-RPR, le 2-RRR et le 3-RRR. Le manipulateur spatial est le 3-SPS (tripode) et
le manipulateur sphérique est du type 3-SPS. Tous ces manipulateurs sont connus. Ce
chapitre contient la description des méthodes utilisées pour obtenir les espaces de travail
requis dans le reste de la these, les équations de vitesse, les matrices jacobiennes et les

méthodes utilisées pour obtenir les courbes des singularités, la dextérité et la raideur



locale des manipulateurs.

Le chapitre 4 présente premierement la modélisation choisie du jeu dans les articula-
tions rotoides, ainsi que celle choisie pour la flexibilité des membrures. Suivent ensuite
les étapes pour obtenir les espaces d’incertitudes dus au jeu et a la flexibilité et les
erreurs de précision. Les algorithmes pour 1'obtention des zones des singularités sont
présentés. Pour finir, les algorithmes pour la détermination des pires dégénérescences

possibles de la dextérité et de la raideur sont présentés.

Les résultats sont divisés en deux chapitres, selon le type d’articulation actionnée. Le
chapitre 5 contient les résultats pour les quatre manipulateurs ayant des articulations
prismatiques actionnées et le chapitre 6 contient les résultats des deux manipulateurs

ayant des chaines cinématiques du type RRR.



Chapitre 2

Revue de littérature

Plusieurs catégories d’ouvrages sont pertinents aux travaux qui ont été effectués
dans le cadre de cette these. Un survol est présenté, divisé en catégories : ’espace
de travail, le jeu aux articulations et les propriétés cinématiques, qui comprennent les
singularités, la dextérité et la raideur. Pour finir, 1'utilité de certains ouvrages pour les

travaux de cette these est présenté.

2.1 Espace de travail

Il existe quelques types d’espace de travail. Pour des manipulateurs plans a 3 DDL,
on retrouve parmi ceux-ci l’espace atteignable, qui regroupe tous les points dans le plan

pouvant étre atteints avec au moins une orientation de I'organe terminal, I’espace dextre
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qui contient tous les points pouvant étre atteints a toutes les orientations et I'espace
a orientation constante (le plus commun), qui est ’ensemble des points atteignables a

une orientation choisie [3,8,9].

Différentes méthodes de détermination de ’espace de travail sont utilisées. Gosselin a
démontré, a I'aide d’'une méthode géométrique, que les frontieres de ’espace de travail a
orientation constante d’un manipulateur parallele a 6 DDL sont constituées de portions
de spheres (en trois dimensions) ou d’arcs de cercle, si on consideére une tranche du
volume de 'espace de travail [10]. De la méme fagon, la frontiere de 'espace de travail

a orientation constante d’un manipulateur parallele plan est composé d’arcs de cercle.

Puisque cette approche géométrique est simple et qu’elle donne des résultats exacts,
elle est choisie par certains auteurs pour étre incluse dans un cycle d’optimisation
[11-14] ou pour superposer des courbes de résultats sur l'espace de travail [15-17].
L’espace atteignable est I'union de tous les espaces a orientation constante et peut
étre obtenu en incrémentant l'orientation. Une méthode géométrique plus générale,
pouvant étre utilisée pour tous les manipulateurs plans : sériel, parallele ou hybride, a

été développée par Ricard et Gosselin [8].

La discrétisation est utilisée pour l'obtention de l’espace de travail, soit pour son
optimisation ou pour y superposer des résultats. On peut retrouver des discrétisations

par points [18,19] ou par cubes dans un espace 3D [20].

Kumar [9] détermine les frontieres de quelques types d’espace de travail, dont I'es-
pace atteignable et 'espace dextre, a ’aide d’une méthode basée sur les torseurs. L’au-
teur illustre la méthode a I'aide de manipulateurs plans, mais celle-ci peut étre appliquée
aux manipulateurs spatiaux. Une méthode numérique basée sur le recuit simulé, pou-
vant étre appliquée aux manipulateurs plans d’architecture générale, est utilisée par
Dibakar et Mruthyunjaya [21]. Une méthode d’analyse géométrique de l'espace at-
teignable, a partir des coordonnées homogenes de celui-ci dans 'espace projectif, est
présentée par Hayes [22]. La méthode est utile pour toutes les configurations de ma-
nipulateurs paralleles plans a 3 DDL ayant des chaines cinématiques comprenant des

articulations rotoides et/ou prismatiques.

L’espace de travail des manipulateurs sphériques a une nature différente de celle des

manipulateurs plans et est plus difficile a tracer. Les manipulateurs sphériques servent



a l'orientation dans l’espace 3D. L’espace de travail peut étre représenté en 3D par
les parametres d’Euler-Rodrigues de la matrice de rotation de 1'organe terminal [23].
La matrice de rotation exprimée selon la convention ZYZ d’Euler est favorisée par
les auteurs dans le domaine de la robotique lorsqu’une convention d’Euler est choisie
[24,25]. Dans [24], l'espace de travail (illimité) est représenté en 2D pour une valeur
constante de ’angle de la premiere matrice de la convention ZYZ d’Euler. Les deux
axes sont la tangente du demi-angle de la deuxieme matrice et I'angle de la derniere

matrice. Le but est de représenter les singularités.

Quelques auteurs ont obtenu analytiquement les frontieres de ’espace de travail
de manipulateurs sphériques, dont [23,26,27]. Les méthodes consistent & obtenir les
singularités du type I, selon la classification présentée par [28], ou ces singularités

correspondent aux frontieres de ’espace de travail.

Une convention ZYZ d’Euler modifiée (tilt and torsion), est présentée par Bonev et
Ryu [29]. L’espace de travail est représenté en coordonnées cylindriques ou la hauteur
est la torsion autour d’un axe z, le rayon est I'inclinaison par rapport au méme axe z et
I’angle donne 'azimuth de I'inclinaison. Les avantages de cette représentation ont été
démontrés [30]. Les courbes des singularités peuvent également étre exprimées selon la

méme représentation et étre superposés sur l'espace de travail [31].

2.2 Jeu aux articulations rotoides

Plusieurs auteurs s’entendent sur la nécessité de ’étude de l'effet du jeu aux arti-
culations [19,32-37]. Dans le cas de Han et al. [37], un prototype (le 3-UPU de SNU)
exhibe de grands mouvements lorsque les articulations actionnées sont immobilisés.
Ils ont expliqué ce phénomene avec une étude du jeu aux articulations et ont validé
les résultats expérimentalement. Une autre explication a ces mouvements est présenté

par [38,39] dans la sous-section 2.3.1.

Le jeu aux articulations rotoides est modélisé en deux dimensions par des approches
différentes. Ting, Zhu et Watkins [40] présentent un modele géométrique qui identifie
les plus grandes erreurs de position et d’orientation dues au jeu des articulations afin

de déterminer la précision d’'un mécanisme. Leur approche peut s’appliquer a des ma-



nipulateurs paralleles plans ayant des articulations rotoides. Dans leur modele, les jeux
sont modélisés chacun par une membrure ayant une longueur égale a la moitié de la
dimension du jeu et une articulation actionnée rotoide supplémentaire. Selon ce modele,
le mécanisme a quatre barres (un DDL) aurait huit barres et 5 actionneurs rotoides.
Tsai et Lai [41] modélisent aussi le jeu en ajoutant des membrures. La position d'un
manipulateur est obtenue numériquement pour une position et un torseur donnés. Le

nombre d’actionneurs reste le méme.

D’autres tiennent compte du jeu en faisant varier la longueur de certaines membrures
pour obtenir un espace de travail une fois les articulations immobilisées [19,34,36,42,43].

Cette approche est utilisée de la méme facon pour des articulations sphériques.

Wang et Roth [44] étudient les erreurs en position dues au jeu dans les articula-
tions rotoides, en considérant 'articulation en 3D. Les équations présentées relient la
géométrie des articulations et les forces externes aux erreurs de position. Ils définissent
les différents modes de contact possibles dans chaque articulation afin de calculer I’er-
reur transmise. Les articulations rotoides sont aussi modélisées en 3D par d’autres
auteurs [32,33,35]. 1l est plus rare de voir la modélisation du jeu dans une articulation

prismatique, mais de tels travaux existent [45].

Pour éviter les problemes associés au jeu présent dans les articulations passives,
certains remplacent ceux-ci par des articulations flexibles [46-51]. C’est un moyen d’at-
teindre des niveaux de précision autrement impossibles, dans certains cas. Il permet

d’éviter le backlash et élimine le frottement.

2.3 Propriétés cinématiques

2.3.1 Singularités

Les approches utilisées par les chercheurs pour I'étude des lieux de singularité,
leur classification, leur obtention et leur évitement sont tres diversifiées. Gosselin et
Angeles [28] classifient les singularités d’'un manipulateur parallele en trois groupes

principaux, en se basant sur les matrices jacobiennes. Le premier type correspond aux



frontieres de 'espace de travail, le deuxieme peut se situer a l'intérieur ou a 'extérieur
de I'espace de travail et le troisieme est de type architectural et est évité facilement lors

du design.

Zlatanov, Fenton et Benhabib [52, 53] ont compilé et divisé les singularités d’un
mécanisme général non redondant en 6 types et 21 classes a 1’aide des équations de
vitesse. Cette classification est plus complete que Gosselin et Angeles [28] et permet
d’expliquer l'instabilité de la plate-forme du manipulateur 3-UPU construite a 1’Uni-
versité SNU a Séoul [38,39].

Des auteurs obtiennent les expressions analytiques des lieux de singularité de ma-
nipulateurs et étudient le comportement des surfaces et des courbes obtenues en fonc-
tion de l'architecture choisie ou en fonction d’une variable, telle I'orientation, main-
tenue constante. Les courbes des singularités sont aussi superposées sur l’espace de
travail [15-17,24,31,54]. Dans ces travaux, les singularités sont obtenues a partir de

I’équation du déterminant de la Jacobienne.

Sen et Mruthyunjaya [18] caractérisent les singularités a l'intérieur de l'espace de
travail des manipulateurs ayant des structures cinématiques arbitraires en termes des
centres instantanés de rotation associés aux chaines cinématiques. Ils identifient cinqg
types de singularité. Les résultats s’appliquent a différents types de manipulateurs
plans, sériels, paralleles et hybrides. Etant donné la dualité vitesses-torseur, les singu-
larités peuvent étre obtenues a partir des torseurs d’effort. Les configurations singulieres

de la plate-forme de Stewart ont été obtenues de cette fagon [55,56].

Certains proposent des mesures de la proximité des singularités. Voglewede et Ebert-
Uphoff [57] présentent et comparent quelques mesures de la proximité des singularités.
La méthode privilégiée est basée sur la fréquence naturelle d’oscillation, fonction de la
raideur du manipulateur et de son inertie. Lorsque la fréquence naturelle a une valeur
nulle, le manipulateur est en configuration singuliere. Pour les manipulateurs paralleles
plans a 3 DDL, Husty, Hayes et Loibnegger [58] déterminent géométriquement la plus
courte translation et la plus courte rotation dans I’espace projectif a partir d'un point
choisi. Les singularités, qui sont des surfaces quadratiques, sont obtenues dans ’espace

projectif et exprimées a partir des coordonnées homogenes.

Pour éviter les configurations singuliéres, des travaux portent sur la planification
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de la trajectoire [56,59], sur un actionnement redondant [4,60-62] et aussi sur I’ajout
de systemes de freinage aux articulations passives [63]. Certaines architectures ont la
possibilité de passer d’une solution & une autre en évitant toute singularité [64]. D’autres
travaux portent sur la synthese de manipulateurs paralleles n’ayant pas de singularités

a l'intérieur de leur espace de travail [11,14].

2.3.2 Dextérité et précision

La dextérité est une des propriétés a considérer lors de I'optimisation cinématique
[65]. Elle est donc considérée lors de la synthése de manipulateurs [11,14,27,66,67,67—
71].

Pour certains auteurs, la recherche de I'espace de travail dextre est importante et la
dextérité locale est définie selon le mouvement total possible de 'organe terminal [9,72].
Klein et Blaho [6] présentent et comparent quatre mesures locales de dextérité basées sur
le déterminant de la matrice jacobienne, le conditionnement de la matrice jacobienne, la
valeur singuliere la plus faible et ’étendue disponible du mouvement des articulations.
Les résultats sont différents selon la méthode choisie, mais les auteurs ne dévoilent pas

leur préférence, disant que la méthode a choisir dépend de la tache a effectuer.

Salisbury et Craig [73] proposent le conditionnement de la matrice jacobienne comme
mesure de précision. Un conditionnement plus faible indique une précision supérieure
et un conditionnement unitaire indique une configuration isotrope (parfaitement condi-
tionnée). Gosselin et Angeles [74] définissent un indice local et un indice global de
dextérité basé sur le conditionnement de la matrice jacobienne du manipulateur. L’in-
dice local est une mesure de la dextérité a une posture choisie du manipulateur, alors
que l'indice global représente la dextérité du manipulateur sur tout son espace de tra-
vail. Ces indices sont applicables autant aux architectures sérielles que paralleles. Le
conditionnement de la matrice jacobienne est la mesure de dextérité la plus répandue,

pour l'analyse ou la synthese de manipulateurs [11,14,27,66-71,74-82].

Lorsque les unités de la matrice jacobienne ne sont pas homogenes (les équations
de vitesses comprennent la position et I'orientation), le conditionnement d’un manipu-

lateur n’est plus le méme si on effectue un changement d’échelle [83]. L’auteur présente
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une méthode qui permet d’obtenir une matrice jacobienne ayant des unités homogenes,
a 'aide d'une redondance des équations de cinématique. La vitesse dans le plan est
représenté par la vitesse de deux points sur le dernier membre (ou sur la plate-forme
mobile) afin d’éliminer la vitesse de rotation dans les équations. La vitesse cartésienne
est alors définie par quatre composantes au lieu de trois. De la méme fagon, la vitesse
de I'organe terminal d’un manipulateur spatial a 6 DDL peut étre exprimée a 1’aide de
la vitesse de trois points, pour un total de 9 composantes au lieu de 6. Le méme auteur
montre aussi comment éliminer la redondance sans perdre I'avantage d'un conditionne-

ment invariable.

Kim [80, 84] utilise la redondance dans ses équations de vitesse en choisissant trois
points sur la plate-forme mobile dans le cas des manipulateurs a trois DDL et de
ceux a six DDL. D’apres les auteurs, il existe une fagon optimale de choisir ces trois
points : le triangle formé devrait étre équilatéral, avoir le méme ordre de grandeur et
le méme centre géométrique que la plate-forme mobile. Un choix optimal minimisera le
conditionnement obtenu. Arsenault et Boudreau [11] comparent deux méthodes pour
I’homogénéisation des unités de la matrice jacobienne : la division par une longueur
caractéristique et celle définie par Kim. La derniere donne les meilleurs résultats et a

été utilisée par les auteurs pour 'optimisation des propriétés cinématiques.

Dans le but de calculer la dextérité, Pond et Carretero [85] présentent une méthode
qui differe de [80, 83, 84] pour I'obtention d’une matrice jacobienne ayant des unités
homogenes. La méthode permet d’obtenir une matrice jacobienne carrée si le nombre
d’actionneurs est le méme que le nombre de vitesses indépendantes a l'organe terminal,
en multipliant la matrice obtenue dans [80] par une matrice des contraintes physiques
afin d’éliminer la redondance. D’apres les auteurs, le conditionnement de la jacobienne
peut étre utilisé pour mesurer la dextérité de manipulateurs ayant un seul type d’ac-
tionneur, et dont les DDL sont soit des rotations ou soit des déplacements dans I'espace

Cartésien.

D’apres Merlet [86], ni la manipulabilité ni le conditionnement de la matrice jaco-
bienne sont des mesures adéquates de la précision d’'un manipulateur parallele, méme si
les unités des matrices jacobiennes sont homogenes des le départ. Les erreurs maximales
de positionnement, les erreurs moyennes et leur variance sur ’ensemble de 'espace de

travail est une meilleure représentation d’un indice global de précision.
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Briot et Bonev [87] calculent I'erreur de position et d’orientation de trois manipula-
teurs paralleles plans a trois DDL en considérant I'erreur des articulations actionnées.
Les auteurs proposent de remplacer les cartes de dextérité dans I'espace de travail par
des cartes de ’erreur maximale en position et en orientation. La méthode développée est
valide pour les manipulateurs présentés lorsqu’ils ne sont pas a proximité des singula-
rités. De la méme maniere, Yu, Bonev et Zsombor-Murray [88] proposent de remplacer
les cartes de dextérité par des cartes de I'erreur maximale. Avec la classe de manipula-
teurs paralleles plan choisis, il est possible d’obtenir par géométrie la valeur exacte des

erreurs recherchées. Les espaces de travail ne contiennent pas de singularités.

2.3.3 Raideur et flexibilité

La flexibilité et la raideur des manipulateurs sont traitées de nombreuses facons.
Certains considerent la déformation des articulations [89,90], la raideur des articulations
[7,91,92] ou les forces et moments requis aux articulations pour résister a un torseur
appliqué a l'organe terminal [93]. Khasawneh et Ferreira [7] comparent les résultats
obtenus par formulation mathématique avec ceux obtenus avec une analyse par éléments

finis. La correspondance entre les deux est bonne.

D’autres vont étudier plus en détails les déformations de la structure dues a la
torsion, a la compression et/ou a la flexion [94,95] ou la raideur de la structure [96]. Une
autre approche est la modélisation des déformations de la structure, en considérant des
membres parfaitement rigides et une raideur modifiée des articulations, afin d’obtenir

des déplacements équivalents lorsqu’un torseur est appliqué a I'organe terminal [97,98].

Les travaux de Simaan et Shoham [99,100] ont un objectif différent. Les auteurs
font la synthese d’une raideur souhaitée a une posture choisie a partir de manipulateurs
paralleles a géométrie variable. Un polynome en fonction des parametres variables est

obtenu a partir de la matrice des raideurs.

Une méthode de calcul de la raideur d’'un manipulateur parallele dans 'espace
cartésien, basée sur la matrice jacobienne du manipulateur et la raideur de ses arti-
culations, a été présentée par Gosselin [91]. Ceci permet la superposition des cartes

de raideur sur l’espace de travail d’'un manipulateur. La transformation de la rai-
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deur articulaire en raideur cartésienne avec la matrice jacobienne est aussi retrouvée
ailleurs [92,97].

Cette méthode de Gosselin [91] a été adoptée par Zhang [98] dans ses travaux d’op-
timisation d’architectures paralleles et hybrides utilisées comme machines-outils. Dans
son modele, la flexibilité des membrures et des articulations actionnées est remplacée
par une seule flexibilité équivalente a l'articulation. Les déplacements du bout d’une
membrure dus a sa flexibilité et ceux dus aux ressorts dans les articulations sont les

meémes.

L’expression de la raideur dans ’espace cartésien a partir de la jacobienne et des
raideurs aux articulations a été apportée plus loin en tenant compte des déformations
causées par un torseur a l'organe terminal [101-103]. Les raideurs calculées ainsi que
les couples requis aux articulations lors d’un déplacement sont plus représentatifs de la

réalité.

2.4 Owuvrages les plus pertinents

Le jeu aux articulations passives et les déformations des membrures et des articu-
lations sous 'action d’un torseur sont les sources d’imprécision considérées dans cette
these. La modélisation choisie pour le jeu est celle de Voglewede et Ebert-Uphoff [34] ou
la longueur d’une membrure varie selon la grandeur du jeu présent a ses articulations
passives rotoides. Dans le cas des deux manipulateurs ayant des chaines SPS et des
articulations passives sphériques avec jeu, la variation de la longueur des pattes sera

modélisé de la méme fagon, tel que dans Lallemand, Goudali et Zeghloul [19].

Quatre des manipulateurs étudiés ont des actionneurs prismatiques et des mem-
brures soumises a des contraintes de tension/compression. Afin de calculer leur raideur
dans 'espace cartésien, la méthode proposée par Gosselin [91] est utilisée, ou la raideur
individuelle des pattes (espace articulaire) est transformée dans l'espace cartésien a

I’aide de la matrice jacobienne.

Deux des manipulateurs étudiés ont des actionneurs rotoides et des membrures sou-

mises a des contraintes de flexion. Afin de tenir compte de la flexibilité aux articulations

14



rotoides et de la flexion des membrures, I'approche de Zhang [98] est adoptée ou les
deux flexibilités (articulation et membrure) sont combinées pour obtenir une flexibilité

équivalente a ’articulation.

Sous I'action d'un torseur, tout manipulateur subira des déformations, ce qui mo-
difiera les raideurs calculées avec les méthodes présentées précédemment. Chen et
Kao [101] ont présenté une matrice de raideur qui tient compte des déformations causées
par un torseur. L’idée, mais pas la méthode est adoptée dans cette these. C’est la dimi-
nution possible de la raideur qui sera calculée, étant donné des déformations maximales

approximatives prévues.

Le mouvement possible des manipulateurs, dii au jeu des articulations passives et
de la flexibilité des membrures et des articulations actionnées, sera compris dans un
espace d’incertitude. Sauf dans le cas ou des membrures sont soumises a de la flexion,
les espaces d’incertitude sont obtenus exactement de la méme facon que les espaces de

travail.

L’obtention de ’espace a orientation constante est utile dans les travaux de cette
these, dans le cas des manipulateurs plans a 3 DDL. L’obtention de I’espace a tor-
sion constante est utile dans le cas du manipulateur sphérique et 1'espace a élévation
constante dans le cas du tripode. L’algorithme de Gosselin [10] est donc utile pour
tous les manipulateurs étudiés sauf le sphérique. Pour ceux-ci, toutes les frontieres de
I’espace de travail sont composées d’arcs de cercle. L’algorithme est modifié pour in-
clure l'effet de la flexion dans l'obtention de l’espace d’incertitude du 2-RRR et du
3-RRR. Dans le cas du manipulateur sphérique, la représentation choisie, pour son in-
terprétation simple et unique, est la convention ZYZ d’Euler modifiée, présentée par
Bonev et Ryu [29].

Pour toute étude des singularités d’'un manipulateur, il faut considérer la classifi-
cation complete fournie par Zlatanov, Fenton et Benhabib [53]. Dans le cas des ma-
nipulateurs étudiés dans cette these, toutes les singularités possibles sont comprises
par la classification de Gosselin et Angeles [28], qui nécessite seulement les matrices
jacobiennes reliant les vitesses des articulations actionnées a celles de 'organe termi-
nal. Puisque les manipulateurs étudiés sont connus, les équations des singularités des

manipulateurs avec actionneurs prismatiques ont déja été obtenues [16,24,31].
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Dans la plupart des ouvrages, la mesure de la dextérité retrouvée est celle définie
par le conditionnement de la matrice jacobienne, proposé par Salisbury et Craig [73].
Récemment, Merlet [86] a rejeté cette mesure de précision (et d’autres) pour tous les
manipulateurs paralleles. D’autres [85,87, 88| disent que le conditionnement est une
mesure adéquate si les DDL de 'organe terminal sont soit tous des déplacements ou
soit tous des rotations. Cette these comprendra une comparaison de la précision et de

la dextérité.

Le calcul de la précision sera effectuée a partir de ’espace d’incertitude. Le calcul de
la dextérité se fera a partir du conditionnement de la jacobienne. Par contre, dans les
deux cas ou les matrices jacobiennes n’ont pas des unités homogenes (3-RPR et 3-RRR
plans), une transformation sera effectuée. La méthode proposée par Kim et Ryu [80]

sera utilisée.
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Chapitre 3

Géométrie, espace de travail et

propriétés cinématiques

Ce chapitre présente premierement la géométrie et les solutions au probleme géo-
métrique inverse (PGI) de manipulateurs connus. Les méthodes d’obtention de Iespace
de travail utilisées et la définition des propriétés cinématiques utiles pour cette these
sont ensuite présentées. Bien que ce chapitre ne contiennent pas de nouveautés dans le

domaine, I'information va faciliter la compréhension de la these.

Un total de six manipulateurs paralleles d’architectures différentes sont étudiés dans
le cadre de ces travaux. Ce chapitre présente premierement la géométrie de chacun :
le type de chaines cinématiques reliant une plate-forme mobile a une base fixe, les
entrées (actionneurs, ou coordonnées articulaires) et les sorties (position et/ou orien-

tation de I'organe terminal, qui sont les coordonnées cartésiennes). Ensuite, la solution
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au PGI, la détermination de ’espace de travail et 'obtention des équations de vitesse
sont présentées. A la fin, les méthodes de calcul de la dextérité et de la raideur sont

présentées.

La solution au PGI consiste a exprimer I'entrée en fonction de la sortie, donc ’angle
ou la longueur de chaque actionneur, selon son type (rotoide ou prismatique), en fonc-
tion de la position et/ou de l'orientation de 'organe terminal. A partir des équations
obtenues lors de la solution au probleme géométrique inverse (PGI) d’un manipulateur,
on peut tracer les limites de son espace de travail. De plus, on peut arriver a développer
des équations pour exprimer et quantifier certaines caractéristiques recherchées, telles

que la dextérité et la raideur.

L’espace de travail d'un manipulateur est ’espace pouvant étre atteint par le point
de référence sur I'organe terminal (un point choisi du manipulateur, sur une plate-forme
mobile). Il est déterminé par les limites du mouvement permis par les articulations
actionnées. Dans ce travail, on ne considere pas les limites des articulations passives
ni les interférences mécaniques. La section 3.2 présente les méthodes et algorithmes de
détermination de I'espace de travail de chacun des manipulateurs, a partir des solutions
au PGI obtenues. C’est a partir de la dérivée des équations des solutions obtenues au

PGI que les propriétés cinématiques sont déterminées ou calculées.

3.1 Géométrie et probleme géométrique inverse

Un total de quatre manipulateurs avec actionneurs prismatiques sont étudiés : deux
manipulateurs plans, le premier a deux DDL et le deuxieme a trois DDL, un manipula-
teur spatial a trois DDL et un manipulateur sphérique a trois DDL. Deux manipulateurs
plans avec actionneurs rotoides sont également étudiés : un a deux DDL et 'autre a
trois DDL.

La différence majeure entre ces derniers manipulateurs et ceux avec actionneurs
prismatiques est le nombre de solutions au PGI. Les manipulateurs avec des chaines
cinématiques du type RPR ou SPS comportent une seule solution au PGI, tandis que

ceux avec des chaines du type RRR en ont plusieurs.
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3.1.1 Manipulateur RPR plan a deux DDL

Ce manipulateur est montré a la figure 3.1. L’organe terminal est placé a l'intersec-
tion des deux pattes et se déplace dans le plan zy. Les pattes sont fixées a la base au
bout des vecteurs r; et ro. Le vecteur entrée est p = [p; pg]T ou p; désigne I'allonge-

ment de la patte i, i = 1,2 et le vecteur sortie est p = [z y|T.

(X, y)

F1G. 3.1 — Manipulateur RPR plan a deux DDL.

En exprimant les coordonnées articulaires en fonction des coordonnées cartésiennes

et de l'architecture, on obtient la solution au PGI.

pii=ulw;, i=1,2 (3.1)
Avec
w=p-—-r;, i=1,2 (3.2)
on obtient
pii=[p— ri]T p—ri], i=1,2 (3.3)

3.1.2 Manipulateur spatial SPS a trois DDL

Ce manipulateur est montré a la figure 3.2. L’organe terminal est placé a l'intersec-

tion des trois pattes et se déplace dans I'espace 3D xyz. Les pattes sont fixées a la base
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au bout des vecteurs ry, ry et rz. Les coordonnées articulaires sont p = [p1  p2  p3

et les coordonnées cartésiennes sont p = [z y  2z|T.

(X, y,2)

Fi1G. 3.2 — Manipulateur SPS spatial a 3 DDL.

La solution du PGI est donc :

pf =(p— ri)T(p -r;), i=1,2,3. (3.4)

3.1.3 Manipulateur RPR plan a trois DDL

Ce manipulateur est montré a la figure 3.3. La base fixe du manipulateur est le
triangle décrit par les vecteurs ry, ry et ry dans le repere fixe Oxy. La géométrie de
la plate-forme mobile est un triangle décrit par les vecteurs sig, Sog et S39 exprimés
par rapport au repere mobile O’z'y’, qui sont notés s, sy et s3 s’ils sont exprimés par
rapport au repere fixe. Le repere mobile est attaché a la plate-forme mobile. Le point
de référence de 'organe terminal est placé a l'origine du repere mobile et se déplace
dans le plan xy avec une orientation ¢ variable. L’angle ¢ est celui du repere mobile par

rapport au repere fixe. Les coordonnées cartésiennes (sorties) sont : c =[xy ¢|”.

La base et la plate-forme mobile sont reliées par trois chaines cinématiques RPR ou
les articulations prismatiques de coordonnées py, ps et p3 sont actionnées (coordonnées

articulaires). La longueur de ces articulations est la norme des vecteurs u;, i = 1,2, 3,
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représentés dans la figure 3.3 :

pi=ulw;, i=123. (3.5)

On peut exprimer la sortie du manipulateur avec un vecteur position p = |z, y]T et une

matrice de rotation d’un angle ¢ autour de I'axe z. La matrice de rotation est alors :

cos¢ —sing
Q=1 | : (3.6)
sing cos¢
)
OF—F - Frf s
X
F1a. 3.3 — Manipulateur RPR plan a 3 DDL.
Pour chacune des trois pattes du manipulateur, on peut écrire :
W, =p-+s; —1y 1= 1,2,3. (37)

La solution du PGI est obtenue en substituant I’équation (3.7) dans I’équation (3.5) :
pii=(p+si—r)(p+si—r;), i=1,23 (3.8)

ou :

et ou les vecteurs s;p sont connus (données géométriques de la plate-forme mobile).
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3.1.4 Manipulateur sphérique SPS a trois DDL

Ce manipulateur est montré a la figure 3.4. Les coordonnées articulaires (entrées)
sont : p = [p1 pa p3]T et les coordonnées cartésiennes (sorties) sont [¢p 6 o]7.
L’angle o, appelé la torsion, est la rotation autour de I'axe z du systeme fixe de coor-
données (repere fixe), avant que I'inclinaison soit effectuée. Les angles ¢ et 6 définissent
ensemble l'inclinaison. L’angle 6 est celui qui indique la grandeur de l'inclinaison ; on
le retrouve entre les axes z du repere fixe et 2’ du repére mobile. L’angle ¢ indique ou
I'inclinaison aura lieu. La projection de 1’axe mobile 2’ sur le plan zy (fixe) forme un
angle ¢ avec 'axe x du repere fixe. Les reperes sont définis en plus de détails dans la

description de la géométrie du manipulateur qui suit.

La géométrie de la base fixe est donnée par les vecteurs ry, ro et r3. Ces derniers

sont exprimés dans le systeme fixe de coordonnées Oxyz.

r = [7”1x7 1y, le]T
r, = [TQx, T2y, Tzz]T (3-10)
rg = [7"33:, T3y, T3Z]T

FiG. 3.4 — Manipulateur SPS sphérique a 3 DDL.

Le systeme de coordonnées mobile O'x’y’z" est attaché a la plate-forme mobile et

son origine se trouve au centre de rotation. La plate-forme mobile est limitée a une
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rotation autour de ce point, ol se trouve une articulation sphérique. La géométrie de

la plate-forme mobile est donnée par les vecteurs sqg, Sop €t s39 exprimés dans le repere

mobile :
S10 = [810z, S10y, SlOz]T
S0 = [520e; S20y, 520:]" (3.11)
S30 = [530, 530y, Ssoz]T-

La base et la plate-forme mobile sont reliées par trois chaines cinématiques du type

SPS. La longueur des articulations prismatiques est donnée par :

pi=uiw, =123 (3.12)

La convention utilisée pour décrire l'orientation dans l’espace cartésien est celle
décrite dans Bonev et Ryu [29], nommée Tilt and Torsion, TT qui sera appelée incli-
naison et torsion, IT dans ce texte. Ces angles se comparent a ceux obtenus a partir
de la convention ZY Z (precession-nutation-spin) d’Euler, mais comportent des chan-
gements importants. Selon la convention d’Euler, la matrice de rotation R peut étre
décomposée en trois matrices de rotation R,(¢)R,(#)R.(¢). Deux rotations seulement
constituent la matrice de rotation I7 : R = R,(0)R,(0). La premiere des rotations est
montrée a la figure 3.5. Dans la figure, toutes les lignes en trait continu se trouvent dans
un méme plan, sauf z et z’. L’inclinaison # est I'angle entre les axes z et 2z’ qui est la
rotation du systeme z'y’z’ autour de I'axe a. L’angle ¢ indique 'orientation de a dans
le plan zy, la direction dans laquelle se produira l'inclinaison. Le terme utilisé pour
désigner 'orientation de a est I’azimuth. La deuxieme et derniére rotation est effectuée

autour de I'axe 2’ et correspond a 'angle de torsion o.

La matrice de rotation R, (6) peut étre décomposée en 2 rotations autour de y et

de z, respectivement :

R.(0) = R.(0)Ry (0)R:(—0). (3.13)
La multiplication de ces matrices donne :
R =R.(¢)Ry(0)R.(—9)R:(0) = R:(¢)Ry ()R (0 — ¢), (3.14)
donc :
COSg COSp COSy—g — SINg SIN,_ ¢  — COSy COSp Sily_g — Sily COSy_g  COSy SiNg
R = | sing cosy cos,_g + cosg sing_,  — sing cosg sin,_g + oS4 oS,y Siny, Sing

— Sing COSy—g sing sing,_¢ COSg

(3.15)
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AZ
Z' 0
) AN
\
X‘/ ¢ y

Fic. 3.5 — Angles qui définissent 1'inclinaison.

Dans la derniére matrice ci-dessus, les angles I'T (¢, 0, o) sont équivalents aux angles
d’Euler de la convention ZYZ (¢,0,0 — ¢). Les valeurs possibles des angles IT sont

compris dans les intervalles suivants :
o(azimuth) € (0°,360°]
6 (inclinaison) € [0,4180°) (3.16)
o(torsion) € (—180°,4180°].

La matrice de rotation de 1’équation (3.15) est utilisée pour ramener les vecteurs

Sio, ¢ =1,2,3, qui sont exprimés dans un repére mobile O'z'y’z’, dans le repere fixe :

S; = RSio, 1= 1, 2, 3. (317)

Le PGI peut étre résolu puisque tous les vecteurs impliqués sont maintenant ex-

primés dans le méme repere. On substitue
u; — RSiO — Iy, 1= 1, 2, 3 (318)
dans I’équation (3.12) pour obtenir

p? = [RSZ'() — rz‘]T [RSZ’O - ri] . <319)

3.1.5 Manipulateur RRR plan a deux DDL

Ce manipulateur est montré a la figure 3.6. Les articulations actionnées sont celles

se trouvant a la base, au bout des vecteurs r; et ry. Les entrées sont donc 6, et 6,
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montrées dans la figure 3.6. Les autres articulations rotoides sont passives. L’organe
terminal est placé au bout des deux chaines cinématiques et se déplace dans le plan xy.
Les quatre membrures ont des longueurs fixes : [;, i = 1,2, 3,4. Les vecteurs u; et uy
sont de longueurs [ et [, respectivement, et sont orientés selon les membrures proxi-
males des deux chaines cinématiques. Les vecteurs vy et v, sont de longueurs I3 et ly,
respectivement et sont orientés selon les membrures distales des chaines cinématiques.

Le vecteur p est la position de I'organe terminal par rapport au systeme d’axes fixe.

L )

F1c. 3.6 — Manipulateur plan 2RRR a deux DDL.

On obtient le PGI en trouvant une expression qui relie 'entrée 8 = [0;  65]7 et la

sortie p= [z y|T. On commence par la premiere chaine cinématique avec :

p=ri+u+v; (3.20)
ou
[ 0
w = | O (3.21)
[ sin 0,
on peut écrire
vi=p—r;—u et (3.22)
vivi=E=(p—-r —w)'(p—r —w). (3.23)

En développant la derniere équation et en y substituant

uju =[] et w=p-r (3.24)
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on obtient :

2wiuy = wiwy + 1} — I3 (3.25)

qu’on peut exprimer sous la forme :

Acosf; + Bsinb, +C =0 (3.26)
avec
A = 2wlel; (3.27)
B = 2wleyl; (3.28)
C = B-0F—wlw (3.29)

1 0
el—[(]] et eg—lll. (3.30)

Afin d’isoler la variable recherchée, #;, on doit utiliser la tangente de la moitié de
I’angle :
0
T1 = tan 5 (331)
afin de faire les substitutions nécessaires dans 1’équation (3.26). Cette équation devien-
dra alors une équation quadratique facile a solutionner et donnera deux solutions pour
f,. On remplace sin 0 et cos#; par les identités ci-dessous pour obtenir le polynéme de

I’équation (3.33) d’ou les solutions pour #; sont obtenues.

1—1T77 . 277
cosf = TT}’ sinf, = T+ 17 (3.32)
(C— AT +2BTy+ (C+ A) =0 (3.33)

La méme procédure est répétée pour la deuxieme chaine cinématique.

On commence en exprimant le vecteur p en passant par le deuxiéme chemin pos-
sible :

p =Ty + Uy + Vy (3.34)
ol
l 0
T (3.35)
5 8in 0,

on peut écrire

Vo=p—TIy—Uuy et (3.36)

26



vivo =11 =(p—1y—uy) (p—ry —uy). (3.37)

En développant la derniere équation et en y substituant

wuy =12 et wy=p-—ry (3.38)
on obtient :
2wluy = wiwy + [ — [ (3.39)

qu’on peut exprimer sous la forme :

Dcosfy + Esinfy+ F =0 (3.40)
avec
D = 2wlel, (3.41)
E = 2wleyl, (3.42)
F = P2—12—wlw,. (3.43)

Cette fois avec 6y :

T, = tan <%> (3.44)

et
1-— T22 ) 2715
COS 92 = rj_g, Sin 02 = 11 T22 (345)
et enfin :
(F — D)Ty +2ETy + (F + D) =0 (3.46)

qui est I’équation quadratique qui donnera les deux solutions possibles pour 6s.

Un total de quatre solutions (2", avec n =nombre de pattes) au PGI sont possibles

(014024, 010020, 01p024,0102) et celles-ci sont illustrées dans la figure 3.7.

3.1.6 Manipulateur RRR plan a trois DDL

Le manipulateur RRR plan a trois DDL est montré a la figure 3.8. Tel que dans
le cas du manipulateur RPR plan a trois DDL, le point de référence sur 'organe

terminal est placé sur un point quelconque choisi de la plate-forme mobile représentée
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Fi1a. 3.7 — Manipulateur 2RRR plan a deux DDL et ses quatre solutions.



par un triangle et se déplace dans un plan zy avec une orientation ¢. Les coordonnées

T ¢lf, onp=[zr y'. Lagéométrie de ce triangle est

cartésiennes sont donc : ¢ = [p
décrite par les vecteurs sig, Sog et 839 dans le repére mobile O'x’y’ fixé sur la plate-forme
mobile. L’origine de ce repere correspond a la position de I'organe terminal, et ’angle
¢ entre ce repere mobile et le repere fixe Oxy est 'orientation de l'organe terminal.
La matrice de rotation associée a ce manipulateur est la méme que celle montrée a
I’équation (3.6) et on effectue le changement de repéeres des vecteurs s;0, @ = 1,2,3 en

pré-multipliant par la matrice Q, tel que montré dans 1’équation (3.9).

FiG. 3.8 — Manipulateur 3RRR plan a trois DDL.

La base fixe du manipulateur est le triangle décrit par les vecteurs rq, ry et r3 dans
le repere fixe Oxy. Les articulations actionnées sont celles se trouvant a la base, au bout
des vecteurs 1y, i = 1,2,3. Les coordonnées articulaires sont donc 6 = [0; 0, 05]7,
montrées dans la figure 3.8. Les autres articulations rotoides sont passives. Les trois
chaines cinématiques sont identiques et toutes les membrures ont des longueurs fixes.
Les membrures proximales ont une longueur /; et les membrures distales ont une lon-
gueur ly. Les vecteurs uy, up et uz sont de longueur [; et ont des orientations 6#;, 6

et 03, respectivement. Les vecteurs vy, vy et vs sont de longueur [y et sont orientés
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selon les membrures distales des chaines cinématiques. Le vecteur p est la position de

I'organe terminal.

La procédure utilisée pour obtenir le PGI ressemble a celle présentée dans la section
précédente pour le manipulateur a deux DDL. Puisque les étapes sont les mémes pour
les trois chaines cinématiques, le travail est montré une fois pour i, qui prendra les

valeurs 1, 2 et 3. D’apres la figure 3.8 :

P=r; + u; + V;, —S; (347)
ou
l 0;
T (3.48)
{1 sin 6;

Pour éliminer le terme v;, on l'isole et on éleve les deux cotés de I’équation au carré :

Vi=p—TI; —u; + S; (349)
vivi=lh=pP-1r,—u+s) (p—r;i—w +s;) (3.50)
En substituant
uw, =0 et w,=p-—r;+s; (3.51)
on obtient :
2wl w; = wiw; + 13 — 3 (3.52)

qu’on peut exprimer sous la forme :

Gcos; + Hsinf,+1=0 (3.53)
avec
G = 2wlell (3.54)
H = 2wlel; (3.55)
I = -1} —wlw; (3.56)

ou e; et ey sont les vecteurs de ’équation (3.30). Afin d’isoler la variable recherchée,

0;, on doit utiliser la tangente de la moitié de ’angle :

T, = tan (%) (3.57)

30



afin d’effectuer les substitutions nécessaires dans I’équation (3.53). Cette équation de-
viendra alors une équation quadratique de la méme forme qu’a la section précédente

(équations (3.26) et (3.40)) et donnera deux solutions pour 6;.

(I —GT?+2HT; + (I +G) =0 (3.58)

Un total de huit solutions (2", avec n =nombre de pattes) au PGI sont possibles,
puisque chaque patte peut prendre deux configurations pour atteindre la méme position
et la méme orientation de la plate-forme mobile. Ces solutions sont montrées a la figure
3.9.

3.2 Espace de travail

Dans la présentation des méthodes utilisées pour 'obtention de I'espace de travail,
on peut regrouper les deux manipulateurs plans a 2 DDL, ensuite les deux manipu-
lateurs plan & 3 DDL et le manipulateur spatial & 3DDL (tripode). Le manipulateur

sphérique sera traité seul.

3.2.1 Manipulateurs plans a deux DDL

La solution au PGI du 2-RPR, équation (3.3), peut étre réécrite pour prendre la

forme de I’équation d’un cercle :
pr=(z— 1)+ (y—ry)? i=1,2 (3.59)

ou ry et ry, sont les composantes selon les axes x et y des vecteurs r;, 1 = 1,2

L’espace de travail est limité par ’étendue du mouvement possible des articulations
prismatiques, p; et po. L’équation (3.59) avec i = 1 et ¢ = 2 indique que 'espace de
travail du 2-RPR est l'intersection de deux paires de cercles concentriques centrés au
bout des vecteurs ry et ry, dont les rayons varient de p; min & Pimaz, ¢ = 1,2 . L'espace
de travail du 2-RPR se trouve a la figure 3.10.
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1: e1a1 eZa, eSa

2 : 014, 024, O3

b

3 ela’ 62b7 63&1 4 ela, 92b1 e3b 5 elb’ eZa’ eSa
6 : O1p, B24 O3 7 B1p, O2p, O34 8 : B1p, B2, O3

F1G. 3.9 — Les huit solutions au PGI du manipulateur plan & 3 DDL (3-RRR).
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F1G. 3.10 — Espace de travail d’'un manipulateur plan a 2 DDL du type RPR.

L’espace de travail dépend des limites de chacune de ses chaines cinématiques (ou
pattes). C’est la méme chose pour le 2-RRR. Les paires de cercles concentriques sont
centrés au bout des vecteurs r; et ro. La limite de chacune des chaines cinématiques
correspond aux situations 1. membrures alignées et repliées et 2. membrures alignées
et dépliées :

min = |l = b (3.60)
Tmaz = |1+ 3],

pour la patte se trouvant au bout du vecteur ry. La figure 3.11 illustre ceci et la région

ombragée correspond a l'espace atteignable d'une patte.

3.2.2 Manipulateurs plans a trois DDL et spatial a trois DDL

La solution au PGI du 3-RPR se trouve a I’équation (3.8) :
pl=P+si—r) (p+si—r;), i=123 (3.61)
ou

S; — Qsim 1= 1, 2, 3. (362)

L’espace de travail le plus commun pour les manipulateurs plans est celui a orienta-

tion constante, puisqu’il est plus facile a représenter. Les vecteurs s; = Qs;;, ¢ =1,2,3
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Fic. 3.11 — Espace atteignable d’'une patte RRR.

sont alors des constantes qui représentent la position du point d’attache de la i¢ patte
sur la plate-forme mobile, par rapport a 'organe terminal, mais exprimé dans le repere

fixe a la base du manipulateur.

Les équations précédentes peuvent étre réécrites de la fagon suivante :
2 2 2
p;i =(x—a;)"+(y—»5b) i=1,2]3 (3.63)

ou :

Qi = Tizg — Sig
. (3.64)
bi:Tz‘y_Siy 221,2,3.

L’espace de travail a orientation constante du 3-RPR est lintersection de trois
régions annulaires, chacune formée par une paire de cercles concentriques, centrés au
bout des vecteurs r; —s;. Les paires de cercles ont des rayons de p; jmin €t de p; pmaz, pour
1=1,2,3.

Pour le 3-RRR, les équations des limites de ’espace de travail sont exactement les
mémes sauf pour la définition des rayons minimum et maximum. Ceux-ci sont définis

de la méme facon que dans le cas du 2-RRR :

T'min = ’L1 - LQ‘

(3.65)
T"maz = |L1 + L2|
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Dans le cas du tripode, si on remplace p1, p2 et ps3 par leurs valeurs minimum et
maximum dans les équations de la solution au PGI, on obtient trois paires de spheres
concentriques centrées au bout des vecteurs ry, ry et r3 dans 'espace 3D. Comme dans
le cas des manipulateurs précédents, les valeurs minimum et maximum des rayons des
spheres prennent les valeurs minimum et maximum de p;, soit p;min €t Pimaz, POUT

1 =1,2,3. La solution au PGI peut étre écrite sous la forme :

pE = (o=t (g =)+ (- i) =123 (3.66)

L’intersection des trois zones définies chacune par deux spheres concentriques est
I’espace de travail du manipulateur. Pour une élévation z constante, I’espace de travail
est l'intersection de trois paires de cercles concentriques, qu’on obtient également a
partir des équations de la solution au PGI. Ces tranches de l'espace de travail, dans
le plan zy, sont faciles a obtenir. Les cercles concentriques sont centrés au bout des
vecteurs ry, ry et r3 (composantes et y seulement). Les rayons minimum et maximum
sont obtenus avec la racine carrée de p? — (2 —r;.)? en y substituant les valeurs minimum

et maximum de p;, soit p; min €t Pimaz, pour ¢ = 1,2, 3.

La figure 3.12 montre le manipulateur dans son espace de travail pour z > 0 (le

plan z = 0 coupe espace de travail en deux copies miroir I'une de l'autre).

F1G. 3.12 — Manipulateur parallele spatial a 3 DDL.

Dans tous les cas présentés précédemment, on retrouve des espaces de travail limités
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par des arcs de cercle. Voici I'algorithme utilisé pour obtenir la liste des arcs (centre,

rayon, angles de départ et d’arrivée) a partir des paires de cercles concentriques :

1. Pour chaque cercle, calculer la position angulaire de toutes ses intersections avec

tous les autres cercles. S’il y a n intersections, le cercle est divisé en n arcs.

2. Pour chaque arc, vérifier s’il se trouve a l'intérieur de tous les grands cercles et a
I'extérieur de tous les petits cercles des paires de cercles concentriques.
— Dans laffirmative, placer 'arc dans la liste des arcs qui forment 'espace de

travail.

Pour obtenir I’espace de travail en trois dimensions (z, y, ¢), 'angle ¢ est incrémenté
et Uespace 2D (xy) est déterminé. On s’arréte lorsqu’un espace de travail cesse d’exister

(nombre d’arcs = 0).

3.2.3 Manipulateur sphérique a trois DDL

Etant donné les intervalles permis pour chacune des coordonnées cartésiennes, 1’es-
pace de travail au complet doit se trouver a I'intérieur de la zone cylindrique montrée
dans la figure 3.13 [30]. Les équations du PGI sont non-linéaires et les frontieres analy-
tiques d’un espace de travail sont difficiles a obtenir. Dans les travaux mentionnés au
chapitre 2 [23,26,27], les auteurs ont obtenu analytiquement les frontiéres de ’espace
de travail. Aucun de ces travaux ne peut étre appliqué directement au manipulateur
sphérique présenté ici et 'obtention de frontieres analytiques sort du cadre de cette
these. Toutes les variables cartésiennes seront donc discrétisées afin d’obtenir un espace
de travail, tel que trouvé dans [30]. Pour une valeur de o (torsion) a la fois, un nuage de

points (¢, #) est obtenu, correspondant aux orientations atteignables du manipulateur.

Pour une architecture connue et une matrice de rotation connue (un point o, ¢, 0

de P'espace cartésien), on peut calculer la longueur de chaque patte avec :
u;, =r; — RSio, 1= 1, 2, 3 (367)

et :
pil=ulw;, i=1,23. (3.68)
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F1c. 3.13 — Limites de I'espace de travail sphérique représentée par un cylindre.

Si toutes les longueurs obtenues se trouvent a l'intérieur de l'intervalle permis pour
chacune des pattes, le point (o, ¢, 0) fait partie de 'espace de travail. Pour obtenir
I'espace de travail en trois dimensions, I’angle o est incrémenté et 1'espace 2D (¢, 0)
est déterminé. On s’arréte lorsqu’un espace 2D est vide (aucun point enregistré) pour

un angle o.

3.3 Equations de vitesse et matrices jacobiennes

Dans le cas des manipulateurs paralleles, les équations de vitesse sont obtenues en
dérivant les équations de la solution au PGI, alors que c’est le probleme géométrique
direct (PGD) qui est dérivé pour les manipulateurs sériels. Les équations de vitesse
exprimées sous une forme matricielle, reliant les vitesses articulaires aux vitesses carté-
siennes, peuvent rapidement donner de I'information importante telles que les configu-
rations singulieres des manipulateurs. Dans cette section, les équations de vitesse sont
obtenues sous forme matricielle, et les configurations singulieres sont identifiées. Dans
tous les cas présentés, les équations de vitesse contiennent une matrice A multipliée

par les vitesses cartésiennes et une matrice B multipliée par les vitesses articulaires :

Aé=Bp (3.69)
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On peut distinguer trois types de singularités selon [28].

Type I Ces singularités sont reliées aux matrices B. Les matrices B sont singulieres
lorsqu’une des pattes (chaines cinématiques) atteint une de ses limites, tel que
décrit au début du présent chapitre. On peut obtenir une vitesse nulle de 'organe
terminal pour une vitesse articulaire non nulle. De plus, certaines combinaisons
forces/couples appliquées a l'organe terminal peuvent étre équilibrées sans efforts

des actionneurs.

Type II Ces singularités sont reliées aux matrices A. Les manipulateurs peuvent alors
gagner au moins un degré de liberté : on peut obtenir une vitesse non nulle
de l'organe terminal avec toutes les articulations actionnées bloquées. De plus,
certaines combinaisons forces/couples appliquées a l'organe terminal ne peuvent

pas étre équilibrées, peu importe les efforts des actionneurs.

Type III Ce type de singularité peut exister seulement si certaines relations entre les
parametres architecturaux existent. Il est facile d’éviter 'existence de ces singu-

larités et il faut s’en assurer.

Une description plus complete des singularités est donnée par [52,53]. Les singula-
rités sont identifiées a partir des équations cinématiques reliant les vitesses de sortie, les
vitesses d’entrée ainsi que les vitesses des articulations passives. Selon cette classifica-
tion, il existe six types de singularités et vingt et une classes qui représentent chacune

une combinaison possible de deux a six types de singularités parmi les six identifiées.

(i) Entrée redondante - Cette singularité est présente si on obtient une vitesse nulle de
I'organe terminal malgré une vitesse d’entrée non nulle. Il n’existe pas de solution

au PGI.

(ii) Sortie redondante - Cette singularité est présente si on obtient une vitesse non
nulle de l'organe terminal malgré une vitesse d’entrée nulle. Il n’existe pas de
solution au PGD.

(iii) Entrée impossible - Cette singularité est présente s’il existe un vecteur de vitesses
articulaires passives impossible a obtenir peu importe la combinaison des vitesses

d’entrée et de sortie. Il n’existe pas de solution au PGI.

(iv) Sortie impossible - Cette singularité est présente s’il existe une vitesse de l'or-
gane terminal impossible a obtenir peu importe la combinaison des vitesses aux

articulations actionnées et passives. Il n’existe pas de solution au PGD.

(v) Mobilité instantanée augmentée - Le manipulateur gagne au moins un DDL dans

cette configuration singuliere. Il n’existe pas de solution au PGD ni au PGI.
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(vi) Mouvement passif redondant - Cette singularité est présente lorsque les articula-
tions passives ont une vitesse non nulle malgré des vitesses d’entrée et de sortie

nulles. Il n’existe pas de solution au PGD ni au PGI.

La deuxiéme description des singularités [52, 53] permet de déceler Iexistence des
singularités de contrainte qui ne sont pas repérées par I’équation (3.69) seule. Dans
une telle configuration singuliére, un manipulateur & n DDL (n < 6) gagne au moins
un DDL. Le nom de ce type de singularité vient du type d’architecture concerné :
manipulateurs a moins de six DDL contraints par chacune des pattes, par exemple,
un manipulateur spatial a trois DDL ayant trois pattes a cinqg DDL chacune. Ce type
d’architecture comprend aussi les manipulateurs plans dont les pattes ont moins de trois
DDL. Les manipulateurs présentés dans ces travaux ne sont pas sujets a des singularités

de contrainte.

Dans la section suivante, les méthodes utilisées pour le calcul des propriétés cinéma-
tiques, telles que la dextérité et la raideur, sont présentées. Ces propriétés sont définies

a partir des matrices jacobiennes A et B.

3.3.1 Manipulateur RPR plan a deux DDL et spatial a trois
DDL

Les équations obtenues pour la solution au PGI sont les mémes pour ces deux
manipulateurs :
i=1,2 (2DDL)

. (3.70)
i=1,2,3 (3DDL)

pi=(p—r) (p—r),
o p = [z y]* (2DDL) et p = [z y z]T (3DDL). En dérivant 1’équation (3.3) par rapport
au temps, on obtient
i =1,2 (2DDL)

. (3.71)
i=1,2,3 (3DDL)

pipi = U?P

ou p est le vecteur de la vitesse cartésienne de l'organe terminal et p, est le vecteur des

vitesses articulaires. On peut écrire les équations des vitesses sous une forme matricielle :

Bp = Ap (3.72)
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ou B est une matrice diagonale composée des termes p; et A est une matrice dont

chaque ligne est un vecteur u;. Pour le 2-RPR :

SR
0 po P2 U, Y

et pour le 3-RPR :

P1 0 0 p1 U? T
0 0 P3 pg u3T z

Dans le cas des chaines cinématiques de type RPR, si I'on suppose que les vérins
ont une plage de mouvement infinie, alors on obtient un espace atteignable infini et le
premier type de singularité peut se produire seulement si I'un des vérins a une longueur
nulle (det(B) = 0). Toutefois, avec un manipulateur réel, les actionneurs ont une plage
de mouvement finie, c’est-a-dire : pnin < Pi < Pmaz, OU Pmin €st, en général, différent
de zéro. Dans ce cas, les singularités de type I se produiront lorsqu’au moins un des

actionneurs atteint une de ses limites, c¢’est-a-dire :
Pi = Pmin  OU  P; = Pmas, ©=1,2 ou 3 (3.75)

ce qui correspond a une frontiere de I’espace atteignable. La matrice A du manipulateur
a 2DDL est singuliere lorsque les vecteurs u; et uy sont paralleles. La courbe des
singularités correspond a la droite passant par les deux articulations rotoides passives

a la base du manipulateur.

La matrice A du manipulateur a trois DDL est singuliere lorsque les vecteurs uy,
u; et uz sont dans un méme plan (ou s’ils avaient la possibilité d’étre paralleles). Les
singularités correspondent au plan passant par les trois articulations rotoides passives

a la base du manipulateur.

3.3.2 Manipulateur RRR plan a deux DDL

En dérivant les équations (3.25) et (3.39) par rapport au temps, on obtient

T

wiw +ulw, =wlwy, i=1,2 (3.76)
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avec les substitutions

.| —l;sing, .
I:I.Z' = 92 i = QZEUZ (377)
l; cos0;
ou
0 —1
E = . (3.78)
1 0
De plus,
W; =P (3.79)
et
puisque
w+v,=p-—r; (3.81)
et on arrive a la forme
vip =vIEu#;, i=1,2 (3.82)

On peut regrouper les termes de I’équation (3.82) pour obtenir la forme matricielle

Ap = B (3.83)

T
Vi
A:[ T] et B=

Vo

ou
V{Eul 0

3.84
0 vIEu (3.84)

A et B sont les matrices jacobiennes. La matrice A sera singuliere lorsque les vecteurs
vy et vy seront alignés. Le manipulateur rencontrera alors une singularité du type
IT. Les singularités du type I, qui représentent les limites de l'espace atteignable du
manipulateur, seront rencontrées lorsque la matrice B sera singuliere, donc lorsque les

vecteurs u; et vy ou les vecteurs u, et vy seront alignés.

3.3.3 Manipulateur RPR plan a trois DDL

Les matrices jacobiennes du manipulateur parallele plan avec actionneurs prisma-
tiques sont définies similairement a ce qui a été vu a la section précédente. En dérivant

I'équation (3.8) par rapport au temps, on obtient

pipi = (p+s;i — )T (p+ OEQsy), i=123 (3.85)
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ou a été substitué

Q = ¢EQ (3.86)
avec
0 —1
E = . (3.87)
1 0
L’équation (3.85) peut étre réécrite de la fagon suivante
pipi = (P+s;i — 1) D+ (p+s; — 1) $EQs, 1=1,2,3 (3.88)
ou bien
pipi =u;p+ou/EQs,,  i=1,2,3 (3.89)

sachant que
w,=p-—r;+s;. (3.90)

En regroupant les équations, on obtient

Ac=Bo (3.91)
ou
; P1
¢ = [¢] et 0= | p, (3.92)
Y .
P3
et avec
u{EQs;, uf pr 00
A = | ulEQs,, ul et B=10 p 0 (3.93)
ulEQs;, ul 0 0 ps

La matrice A est singuliere lorsque les vecteurs uy,u, et uz s’intersectent en un point
et aussi lorsque ces mémes vecteurs sont tous paralleles. Une configuration singuliere

est montrée a la figure 3.14.

3.3.4 Manipulateur RRR plan a trois DDL

La position p de l'organe terminal peut étre exprimée par p =r; + u; + v; —s; ol
i = 1,2, 3. L’équation qui est dérivée pour obtenir les équations de vitesse est I3 = vI'v;,

avec v; qui a été isolé dans I’équation ci-dessus pour p :

B=vivi=p-1i—u+s) (p—r;—u; +s;) (3.94)
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F1G. 3.14 — Singularité de type II du manipulateur parallele plan a 3 DDL avec action-

neurs prismatiques.

La dérivée est :

0=v/(p—w+8) (3.95)
Avec les substitutions :
W, =6,Euy, E= ? _01 ] (3.96)
et
S; = QSiO = éEQsz'o (3.97)

ou Q est la matrice de rotation autour de I’axe z d'un angle ¢, les équations de vitesse

sont :
vIEw6;, = vIp+vIEQsd, i=1,2,3 (3.98)

Sous forme matricielle, les équations deviennent :

vIiEu, 0 0 6, vIEQs,, vT b
0 vIEu, 0 b | = | vIEQsy vT i (3.99)
0 0 viEu; 05 viEQs;, vi

La matrice A est singuliere lorsque les vecteurs vy, vy et vy s’intersectent en un
point ou lorsque ces trois vecteurs sont paralleles. La matrice B est singuliere lorsque

soit les vecteurs u; et vy, les vecteurs uy et vo, ou les vecteurs us et vs sont alignés.
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3.3.5 Manipulateur sphérique a trois DDL

Tel que pour les autres manipulateurs avec des chaines cinématiques du type RPR,

on dérive 'équation p? = ul u;. Dans ce cas, u; = s; — 1.
pipi =ujw; =us; =123 (3.100)
puisque s; = Qs;g, S; = Qsio et Q = QQ ot N est le tenseur des vitesses angulaires :
$i=0s; =wxs;,, 1=1,2,3 (3.101)

pipi =u; (wxsy), i=1273 (3.102)

w est le vecteur des vitesses angulaires et X représente le produit vectoriel. La forme

finale de I’équation devient :

pipi = (r; xs)w i=1,2,3 (3.103)
et sous la forme matricielle :
Bp=Aw (3.104)
ou
pr 0 0 (r; x s;)7
B=|0 po O et A= (ryxsy)? (3.105)
0 0 ps (rs x s3)"

La matrice A (& droite) est singuliére si les trois vecteurs s; X rq, Sy X Iy et S3 X r3

sont coplanaires ou si un de ces vecteurs est nul.

3.4 Propriétés cinématiques

3.4.1 Singularités

Dans les algorithmes présentés au prochain chapitre pour l'obtention des zones
singulieres, les courbes des singularités (Type II [28]) seront utiles sous une forme

discrétisée dans le cas des manipulateurs avec actionneurs prismatiques. Les équations
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analytiques des manipulateurs RPR et SPS seront donc discrétisées. Ces équations sont

obtenues a partir de la matrice jacobienne A, avec la relation :

det(A) = 0. (3.106)

Les courbes des singularités du manipulateur 3-RPR plan sont connues et les équa-
tions analytiques peuvent étre retrouvées dans [16]. L’équation est quadratique et prend
la forme :

Er2? + Eyy® + Fsvy + By + Esy =0 (3.107)

ol les coefficients F;, i = 1,2, ...,5 sont fonction de I'orientation ¢ de 'organe terminal
et de la géométrie du manipulateur (r; et s;, i = 1,2, 3). Le manipulateur présenté par
I’auteur n’est pas completement général et les coefficients n’ont pas pu étre utilisés

comme tel, mais I’équation demeure quadratique avec la forme de I’équation (3.107).

Les courbes des singularités du manipulateur 3-SPS sphérique sont aussi connues.
Elles sont exprimées avec la représentation ZYZ d’Euler dans [24]. L’architecture est
générale, mais les systemes d’axes doivent étre placés d'une certaine fagon afin d’utiliser

les équations obtenues. De plus, les angles d’Euler ne sont pas utilisés dans cette these.

Les courbes sont exprimées dans l'espace IT (inclinaison et torsion) dans [31]. Les
expressions présentées sont valides seulement pour une architecture symétrique. Les

équations requises sont donc dérivées a partir de 1’équation (3.106).

Les algorithmes utilisés pour les mécanismes du type RRR étudiés sont différents de
ceux utilisés pour les manipulateurs a actionneurs prismatiques. Les zones singulieres
ne sont pas obtenues a partir des courbes discrétisées des singularités. Il suffit de

déterminer si un espace d’incertitude contient ou non des singularités.

Les espaces d’incertitudes sont petits en comparaison avec les dimensions des mani-
pulateurs. Pour cette raison, il est impossible qu’une courbe fermée des singularités soit
entierement incluse a l'intérieur de I'un de ceux-ci, sans intersection avec ses frontieres.
Vérifier s’il y a un changement du signe du déterminant, calculé a intervalles sur la
frontiere, est suffisant pour déterminer si un espace d’incertitude contient ou non des
configurations singulieres. Pour étre exempt de singularités, tous les déterminants cal-
culés sur les frontieres d’un espace d’incertitude devraient avoir soit seulement des

signes négatifs, soit seulement des signes positifs. La figure 3.15 comprend un espace
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d’incertitude (en rouge), la courbe des singularités (en vert) et un nombre de points ou
le déterminant a été calculé, le signe étant affiché. Si les signes ne sont pas homogenes,
tel que montré a la figure 3.15, c’est une courbe des singularités qui délimite la frontiere

entre les signes positifs et les signes négatifs.

Fi1c. 3.15 — Espace d’incertitude et recherche d’une intersection avec la courbe des

singularités.

I1 est important d’obtenir les courbes singulieres afin de voir l'effet de leur proximité
sur les propriétés d’'un manipulateur. Il est impossible, dans le cas du 2-RRR et du 3-
RRR, d’obtenir les équations analytiques. La fonction de tragage des courbes de niveau

du logiciel Matlab a été utilisée pour tracer les courbes des singularités.

Un rectangle discrétisé selon les axes x et y contient ’espace de travail d’'un mani-
pulateur. A chaque point inclus a l'intérieur de 'espace de travail, le déterminant de
la jacobienne est calculé. Sachant que la matrice jacobienne d’'un manipulateur a un
déterminant nul en configuration singuliere, on peut tracer la courbe de niveau cor-
respondant a la valeur zéro en se servant de l'algorithme de tragage des courbes de
niveaux du logiciel Matlab. Ce logiciel requiert une discrétisation rectangulaire, telle
que montrée a la figure 3.16. Les interpolations sont effectuées sur chaque rectangle,
quatre points a la fois pour la recherche des zéros, méme s’il est plus efficace d’interpoler

sur des triangles [104].

3.4.2 Dextérité

Lorsque le déterminant de la jacobienne est égal a zéro, la configuration correspon-

dante est singuliere. Par contre, la valeur (non-nulle) du déterminant n’est pas une



F1G. 3.16 — Espace de travail et discrétisation.

bonne mesure de la dextérité. Le conditionnement de la jacobienne a été utilisé par
plusieurs chercheurs [11,14,27,66-71,74-82].

D’apres Merlet [86], le conditionnement de la matrice jacobienne ne devrait pas étre
utilisé pour évaluer la précision d’'un manipulateur parallele, puisque c’est seulement une
mesure de l'isotropie de 'erreur. Les erreurs maximales en position, les erreurs moyennes
et leur variance sur l’ensemble de l'espace de travail sont les mesures qui devraient
etre utilisées. D’autres n’ont pas d’objections a l'utilisation du conditionnement pour
I’évaluation de manipulateurs paralleles si les DDL de I'organe terminal sont seulement

des déplacements ou seulement des rotations dans ’espace cartésien [85,87,88|.

Les chapitres 5 et 6 comprennent une comparaison du conditionnement (dextérité)
et de l'erreur (position et/ou orientation) lorsque les DDL de l'organe terminal ont des
unités homogenes et lorsqu’ils ont des unités non-homogenes. Le calcul de I'erreur est
effectué pendant 'obtention des espaces d’incertitudes dus au jeu dans les articulations

passives et a la flexibilité des membrures, selon les méthodes présentées au chapitre 4.

Le conditionnement de la matrice jacobienne est défini par :

ko= [T (3.108)
ou || - || est la norme de la matrice, qui est calculée comme suit :
1] = [tr(IWIT)]z (3.109)

ou W = wl et w = 1/n. La jacobienne est de dimension n X n. 1 est la matrice identité

de dimension n et tr indique la trace de la matrice. Une fagon équivalente d’écrire
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I'équation (3.109) est :

(3.110)

ou J;; est 'élément ij de la matrice J. L’équation (3.110) doit étre appliquée de la
méme facon a J~!. Le conditionnement x peut prendre des valeurs entre un et I'infini.
Une matrice parfaitement conditionnée, ou isotrope, a une valeur de « égale a un. Il est
préférable d’avoir un indice borné, alors le suivant, qui peut prendre des valeurs entre
zéro et un est utilisé :

n=1/k (3.111)

Une matrice parfaitement conditionnée a une valeur de n égale a un. Quand n a une

valeur de zéro, le manipulateur est en configuration singuliere.

Le calcul du conditionnement, tel que présenté ci-haut, pose un probleme dans les cas
ol les unités de la jacobienne ne sont pas homogenes. Deux des manipulateurs étudiés
sont concernés puisque les équations de vitesse contiennent la vitesse cartésienne (v,,
vy) dans le plan zy et la vitesse angulaire autour de I'axe z : ce sont le 3-RPR plan et

le 3-RRR plan.

Gosselin [83] a présenté une méthode qui permet d’obtenir une matrice jacobienne
ayant des unités homogenes. Les équations de vitesse de 'organe terminal sont rem-
placées par les équations de la vitesse cartésienne (v, v,) de trois points (A, B et C)
sur la plate-forme mobile appelées les vitesses généralisées. La facon optimale de choisir
ces trois points a été présentée par Kim [84]. Les trois points doivent former un triangle
équilatéral dont le centre correspond au centroide des trois points d’attache des pattes
sur la plate-forme mobile. De plus, la taille du triangle équilatéral devrait ressembler
le plus possible a celle de la plate-forme mobile. Le choix des dimensions du triangle
équilatéral a une influence sur la valeur de la dextérité calculée, mais dans le cas des
travaux qui seront présentés dans cette these, chaque manipulateur sera comparé a

lui-méme lors de I’étude de la dégénérescence des propriétés cinématiques.

Selon les travaux de Gosselin [83], les vitesses généralisées ¢’

T
¢ = [ vi vh v ] (3.112)
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peuvent étre reliées aux vitesses de 1’organe terminal ¢
) T
é:[¢ & y} (3.113)
par la matrice S,
¢ =S¢ (3.114)

définie dans I’équation (3.115). Les positions p/y, p/z et pf- des trois points sont exprimés
dans le repere de la plate-forme mobile. Les vitesses v4 v et vo de ces points sont

exprimés dans le repere fixe.

Wp;l I,
S=| Wpy I (3.115)
Wp’c I,
ou I, est la matrice identité de dimension 2 et :
W | s —coso (3.116)
cos¢ —sing¢

L’équation des vitesses : Ac = Bp, qui correspond au manipulateur 3-RPR, peut
étre écrite sous la forme ¢ = Jp avec J = A7'B. En prémultipliant chaque coté de la
derniere équation des vitesses par la matrice S et en effectuant quelques substitutions,

on obtient 'expression de la nouvelle matrice jacobienne ayant des unités homogenes.
Sc=SJp (3.117)
apres les substitutions ¢’ = S¢ et J' = SJ, 'équation ci-dessus devient :

¢ =Jp (3.118)

La matrice jacobienne ayant des unités homogenes J' = SJ est aussi celle qui doit

apparaitre dans le calcul du conditionnement du manipulateur 3-RRR.

3.4.3 Raideur

La raideur d’un mécanisme dans ’espace cartésien, K¢, avant 1'application d'un

torseur, est donnée par ’expression suivante :

Ke=J'K;J (3.119)
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ou J est la matrice jacobienne du manipulateur et K; est une matrice diagonale qui
contient la raideur de chaque articulation. Puisqu’il n’y a pas de comparaison de faite
entre deux manipulateurs différents, I’étude de la raideur sera simplifiée en donnant
une valeur unitaire a la raideur de chaque articulation. La matrice K; sera donc une
matrice identité. Les termes qui se trouvent sur la diagonale de K¢ représentent chacun
la raideur selon une composante des coordonnées cartésiennes. Par exemple, les termes
K1 et Keoo sont la raideur selon 'axe x et 'axe y, respectivement, des manipulateurs
plans a deux DDL.

La raideur ainsi définie est valide seulement si un torseur externe appliqué est nul
puisqu’elle ne considere pas les déformations causées par le torseur. Pour tenir compte

des déformations, un terme est ajouté a la matrice K¢ [102] :
Ko =J"K;J+K, (3.120)
oJt oJT AL

= |—T7 —7T ...
g Jr; 0Oxy ox,

ou 7 est le torseur appliqué a l'organe terminal et n est le DDL. Si le torseur et la

K

T (3.121)

configuration d’'un manipulateur sont connus, on peut calculer la raideur avec ’équation
(3.120). Dans les travaux de cette these, il n’y a pas de torseur connu. L’approche utilisée
pour le calcul de la raideur minimale possible sera basée sur les déformations maximales

prévues, tel que défini au chapitre suivant.

Le terme raideur peut décrire la capacité d’un manipulateur a exercer un torseur
(force et /ou moment) sur son environnement, ou bien sa capacité de résister a un torseur
externe exercé sur son organe terminal. Un manipulateur peut étre incapable d’exercer
un torseur s’il est sur une frontiere de son espace de travail, puisqu’il perd au moins un
DDL, mais avoir la capacité de résister au meéme torseur. Les raideurs présentées dans

cette these sont la capacité d’'un manipulateur a résister a un torseur.
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Chapitre 4

L’effet du jeu et de la flexibilité

Ce chapitre présente I’approche utilisée pour modéliser le jeu dans les articulations
passives, la flexibilité dans les articulations actionnées et dans les membrures ainsi que
la fagcon d’intégrer le jeu et la flexibilité dans un méme modele. On voit comment ce
modele permet un mouvement de l'organe terminal, méme lorsque toutes les articula-
tions actionnées sont bloquées (immobiles). Ce mouvement de I'organe terminal entraine

une dégénérescence parfois importante des propriétés globales d’un manipulateur.

Une étude statique de 'effet du jeu et de la flexibilité permet de considérer qu’il y
a toujours un contact entre les pieces qui composent 'articulation. Tout en simplifiant
I’étude, ceci donne des résultats conservateurs étant donné qu’a tout moment, ou a toute
position d’un manipulateur, c¢’est la plus sévere dégénérescence possible des propriétés

de celui-ci qui est enregistrée.
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La méthode choisie pour 1’étude du mouvement de 'organe terminal di au jeu est
la méme pour tous les manipulateurs présentés et c’est donc ceci qui sera présenté
en premier (sections 4.1 et 4.2). Les manipulateurs constitués de chaines cinématiques
du type RPR ou du type SPS et ceux constitués de chaines cinématiques du type
RRR comportent des différences nettes dans leurs modeles respectifs de la flexibilité et
doivent étre étudiés séparément. La facon de combiner le jeu et la flexibilité dans un

méme modele est ensuite présentée (section 4.4).

La maniere de déterminer les effets du jeu et de la flexibilité sur certaines propriétés
cinématiques reliées a la matrice jacobienne d’'un manipulateur est différente selon le
type de chaines cinématiques de celui-ci (RRR ou RPR/SPS). Pour terminer, les deux

approches développées sont expliquées (section 4.5).

4.1 Modélisation du jeu dans les articulations

rotoides passives

Un modele simple de jeu a un DDL est adopté. La figure 4.1 montre une articulation
rotoide comprenant du jeu. L’exagération permet de bien définir celui-ci : sa valeur est
définie comme étant la distance entre le centre de l'alésage et le centre du goujon

lorsqu’il y a contact dans I'articulation.

Fia. 4.1 — Modele du jeu dans une articulation rotoide passive.

Sur une patte, le jeu existant aux deux extrémités (0, et dy) est considéré, tel que

montré dans la figure 4.2. Il est important de préciser que c’est la membrure (patte)
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qui contient les alésages, dans cette modélisation. Si une force de compression est subie
par une membrure de longueur p, ayant une articulation rotoide ou sphérique passive a
chaque extrémité, la longueur résultante de la membrure est de p — d; — ds. A I'opposé,
dans le cas d’une force de tension, la longueur résultante de la membrure est alors de
p+ 01+ 0. Sous I'action des forces, la longueur des membrures peut varier d’une valeur
totale de 2(0; + d2). Puisque 07 et d5 sont toujours impliqués en méme temps et avec
le méme signe =+, ils sont remplacés par un seul terme, soit d;,, dans le reste de cette
these. Il est aussi supposé que la valeur de d,¢, est la méme retrouvée dans toutes les

pattes d’'un méme manipulateur.

F1G. 4.2 — Effet du jeu sur la longueur d’une patte.

Ce modele est appliqué a chaque chaine cinématique du type RPR ou SPS lorsque
I’articulation prismatique est immobile et a la membrure distale de chaque chaine
cinématique du type RRR lorsque la membrure proximale est immobile. Dans les deux
cas, la chalne cinématique équivalente a laquelle le modele de la figure 4.2 est appliqué
est RR (ou SS), tel que montré dans la figure 4.3.

Pour tous les manipulateurs étudiés ici, toute combinaison de forces et moments
appliqués (ou a appliquer) a l'organe terminal se traduit par des forces de compression
ou de tension dans les chaines cinématiques RR définies dans la figure 4.3. On ne

retrouve pas de flexion ou de torsion.

En situation statique, on considere qu’il y a toujours un contact dans les articu-
lations ayant du jeu. Chaque patte a donc soit la longueur p + dj¢, soit la longueur
p — djen, €t non une longueur comprise dans U'intervalle [p — 0jey, p + djen). Certains
auteurs varient la longueur des membrures de la méme facon que présenté ici afin de
modéliser le jeu aux articulations [19,34,36,42]. Une autre approche est équivalente
si elle est appliquée aux quatre manipulateurs avec actionneurs prismatiques étudiés

dans cette these [87,88,105]. Dans ces travaux, l'erreur a I'organe terminal est calculé
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F1G. 4.3 — Membrures RR dans deux types de chaines cinématiques lorsque les action-

neurs sont immobiles.

en considérant l'erreur dans les actionneurs, qui est un intervalle d’incertitude. Si les
actionneurs sont prismatiques, il est equivalent de varier la longueur des membrures.

Dans Merlet et Daney [105], d’autres sources d’erreur sont aussi considérées.

4.2 Espace d’incertitude dia au jeu

Ces espaces sont obtenus en immobilisant les actionneurs. Selon le modele présenté
a la section précédente, on fait varier la longueur des pattes d’un manipulateur pour
obtenir ’espace d’incertitude du au jeu. Ceci s’applique a toutes les pattes qui sont des
chaines cinématiques du type RPR ou du type SPS et a toutes les membrures distales
des chaines cinématiques du type RRR, puisqu’elles ont toutes une articulation rotoide

ou sphérique passive a chaque extrémité (chaines RR ou SS).
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F1G. 4.4 — Espace d’incertitude du au jeu et morceau a éliminer.

4.2.1 Manipulateurs avec chaines RPR ou SPS

Dans le cas de ces manipulateurs, ’espace d’incertitude dii au jeu est obtenu de la
méme fagon que l'espace atteignable (au chapitre 3) sauf qu’on remplace les longueurs
minimum et maximum des actionneurs par p; — djey €t p; + 0jey, @ = 1,2 (deux DDL)
oui = 1,2,3 (trois DDL). Puisqu’on s’intéresse seulement a 1’espace que peut atteindre
le manipulateur a partir d’'une position donnée une fois les articulations immobilisées,
on doit vérifier si 'espace d’incertitude (d au jeu) obtenu est entierement relié ou s’il
est composé de plus d’'un morceau. Il faut éliminer les morceaux qui ne sont pas reliés
a celui qui contient la position désirée de I'organe terminal. Ceci est illustré a la figure
4.4 a 'aide du manipulateur RPR plan a deux DDL.

L’espace d’incertitude obtenu avec la méthode décrite au chapitre 3 a deux mor-
ceaux. Dans la configuration montrée du manipulateur, seul le morceau du haut est

réellement atteignable. Quelques étapes permettent d’éliminer celui du bas :

1. Déterminer quel arc est le plus pres de 'organe terminal. Cet arc devient le
premier a étre ajouté a la liste des arcs formant la frontiere réelle de l'espace

d’incertitude di au jeu. Un des bouts de 'arc devient le point de départ.

2. Chercher un arc adjacent au dernier arc ajouté a la liste.
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3. Vérifier si 'arc nous ramene au point de départ et ainsi définir une frontiere

fermée. Si oui arréter, sinon ajouter cet arc a la liste et répéter 1’étape précédente.
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Fia. 4.5 — Variation des espaces d’incertitudes di au jeu.

Pour produire la figure 4.5, I'espace de travail du manipulateur a été discrétisé en
variant p; et po, la longueur des pattes. A chaque point correspondant a une valeur de
p1 et de po (montré), le mouvement permis par le jeu a été tracé. Ces espaces varient
en forme et en taille selon leur position dans 'espace de travail. Ce mouvement va
générer des erreurs de positionnement (et/ou d’orientation, selon le manipulateur). 1
peut causer une dégénérescence des propriétés du manipulateur, telles la raideur et la
dextérité. Dans le pire des cas, le jeu peut permettre au manipulateur dans une position

non-singuliere d’atteindre une singularité.

Dans le cas du manipulateur 3-SPS spatial, du manipulateur 3-RPR plan et du
manipulateur SPS sphérique, l'espace d’incertitude a considérer est tri-dimensionnel.
En discrétisant selon I'axe z, selon ¢ ou selon o, pour les trois manipulateurs, respecti-
vement, il faut non seulement vérifier si I’espace d’incertitude di au jeu, dans chaque
plan (zy ou @), est composé de plus d’'un morceau (et procéder a 1’élimination d’arcs,
s'il y a lieu), mais aussi vérifier si les espaces d’incertitudes de couches successives sont

reliés. Ils le seront si I'intersection des deux espaces successifs projetés sur le plan zy



ou ¢f n’est pas nul.

La figure 4.6 montre I'espace d’incertitude di au jeu en un point de ’espace de travail
du manipulateur 3-RPR plan. A chaque valeur de ¢ résultant de la discrétisation, c’est
I'espace de travail exact qui est tracé. La différence entre deux valeurs successives de ¢
doit étre suffisamment petite pour bien représenter la forme de I’espace tri-dimensionnel
et assez grande pour minimiser le temps de calcul. Il faut prendre le temps de bien

choisir A¢ a chaque architecture étudiée.
L’approche est la méme pour le manipulateur 3-SPS spatial. A chaque valeur de

z de l'espace d’incertitude discrétisé, les frontieres obtenues de 'espace d’incertitude

composées d’arcs de cercles sont exactes. Il faut bien choisir la grandeur de Az.
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Fi1G. 4.6 — Espace d’incertitude a trois dimensions du 3-RPR plan discrétisé selon ¢.

L’espace d’incertitude de la figure 4.6 ne contient pas de discontinuités et est
entierement relié. La figure 4.7 illustre ce qui constitue deuz couches successives reliées
dans un espace d’incertitude lorsqu’elles sont projetées dans un méme plan. Voici les

étapes a suivre pour la vérification de la continuité entre deux couches :

1. Avoir une couche d’un espace d’incertitude continu (un seul morceau) définie par

une liste d’arcs : aresl

2. Obtenir une couche successive de I’espace d’incertitude définie par une liste d’arcs :

arcs2 et s’assurer qu’elle soit constituée d’un seul morceau

3. Vérifier si au moins un des arcs de l'ensemble arcs2 intersecte un des arcs de

I’ensemble arcsl. Si oui, passer a I'étape 7

4. Vérifier si un des arcs de ’ensemble arcs2 est a 'intérieur de la frontiere délimitée

par les arcs arcsl. Si oui, passer a ’étape 7
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5. Vérifier si un des arcs de ’ensemble arcsl est a I'intérieur de la frontiere délimitée

par les arcs arcs2. Si oui, passer a l'étape 7
6. L’espace d’incertitude est complet, arréter

7. arcsl=arcs2, aller a I'étape 2
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F1aG. 4.7 — Deux couches successives d’un espace 3D projetées dans un meme plan.

Puisque I'espace du manipulateur sphérique 3-SPS est lui aussi tri-dimensionnel,
I'espace d’incertitude est obtenu une couche a la fois, en discrétisant ’angle de tor-
sion, qui est ’axe vertical de la représentation cylindrique. Chaque couche est 1'espace
d’incertitude a un angle de torsion (o) constant. Cet espace consiste en un ensemble
de points correspondant aux inclinaisons (#) et azimuths (¢) possibles pour la tor-
sion en question. L’inclinaison et 'azimuth sont eux aussi discrétisés. Tel que dans les
cas précédents, il faut une continuité de ’espace d’incertitude a chaque couche et entre
chaque paire de couches successives. L’approche est différente puisque les trois variables
sont discrétisées. La recherche de points qui constituent I’espace d’incertitude di au jeu
se fait a partir du point initial (6¢f), avant I'introduction du jeu. Il est donc impossible
d’obtenir un espace d’incertitude qui n’est pas entierement relié ou qui ne contient pas

le point initial, & moins de ne pas avoir soigneusement choisi les valeurs Ao, A¢ ou

A

Voici les étapes de recherche des points faisant partie de 1'espace d’incertitude, a

partir d’un point choisi @@ :
1. A des valeurs o et ¢ constantes, incrémenter 6 jusqu’a ce qu’un point o¢f ne fasse
plus partie de I'espace d’incertitude, en calculant la longueur correspondante de

p1, p2 €t ps
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2. Pour une valeur ¢ + A¢, incrémenter 6 pour obtenir les points faisant partie de
I'espace d’incertitude, en commencant la recherche a la valeur moyenne de 6 de

la recherche précédente
3. Reprendre I'étape 2 jusqu’a 'obtention d’un ensemble vide de points

4. Sides points ont été obtenus, calculer la valeur moyenne de ¢ et la valeur moyenne
de 6 pour la couche de I'espace d’incertitude qui vient d’étre complétée, sinon

arréter (I'espace d’incertitude est complet)

5. Pour une valeur o + Ao, recommencer la procédure a partir de I’étape 1 avec les

valeurs moyennes de ¢ et de # comme point de départ

4.2.2 Manipulateurs avec chaines RRR

Lorsqu’on immobilise les actionneurs rotoides de ce type de manipulateur, on peut
retrouver I’équivalent d’'un manipulateur RPR, lui aussi avec ses actionneurs immobiles.
La figure 4.8 montre le passage du manipulateur 2-RRR avec ses actionneurs immobiles
et du jeu aux articulations passives a un manipulateur 2-RPR sans jeu avec Lz — 0je, <
p1 < Lg 4 djey €t Ly — §jey < p2 < Ly + djey, €n passant par un manipulateur 2-RPR

avec jeu.

Cette transformation permet de voir comment obtenir ’espace d’incertitude da au
jeu. Une fois le manipulateur équivalent obtenu, la méthode utilisée est la méme que
celle appliquée au manipulateur 2-RPR. Si les entrées sont connues (6, et 6,), la position

(a,b) et (c,d) des articulations fixes du manipulateur équivalent est connue.

a = Tig+ Lycost
b = T1y + L1 sin 01 (4].)
¢ = 1o+ Loycosty

d = T2y+LQSiH92

Dans le cas du 3-RRR plan, la méme procédure que celle appliquée au 2-RRR permet
de faire une transformation du manipulateur 3-RRR plan a un 3-RPR plan et d’obtenir
son espace d’incertitude da au jeu de la méme maniere que celui du 3-RPR plan. Une
fois les actionneurs rotoides immobiles, I'architecture et la position du manipulateur

3-RPR plan équivalent sont connues.
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(a b (c, d)

(a b) (c, d)

Fia. 4.8 — Manipulateur RPR équivalent a 2 DDL.

4.3 Modélisation de la flexibilité dans les

membrures

L’effet de la flexibilité des membrures ne se manifeste pas de la méme maniere selon
I’architecture du manipulateur. Toutes les membrures sont soumises a des contraintes
de tension et de compression, mais pas toutes a des contraintes de flexion. Les ap-
proches utilisées sont présentées en commencant par les cas les plus simples : les chaines
cinématiques RPR et SPS. Viendront ensuite les manipulateurs 2-RRR et 3-RRR plans.

4.3.1 Manipulateurs avec chaines RPR ou SPS

Des forces de tension et de compression étirent et compriment les pattes, respecti-
vement. Les forces imposées ne produisent pas de contraintes de flexion. La variation
de la longueur des pattes (articulations prismatiques),AL, selon la loi de Hooke, est la

grandeur de la force F, divisée par la raideur k :
AL =F/k (4.2)

En estimant la raideur minimum attendue d’une patte et les forces maximales prévues,

on peut calculer la variation maximale possible de la longueur des pattes (6 = A Lz )-

Pour ces manipulateurs, la combinaison du jeu et de la flexibilité dans un méme

modele est simple. La variation de longueur 0z s’ajoute a la variation de la longueur
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d’une patte due au jeu dj.,. La variable 0 représente la combinaison des deux :
0 = 0jey + OF (4.3)

La valeur utilisée de 6 dans les calculs peut alors contenir a la fois 1'effet du jeu et de la
flexibilité. On obtient les limites suivantes pour la longueur possible des pattes lorsque
les actionneurs prismatiques sont immobiles si les pires dégénérescences possibles sont

recherchées :

p; — 6 pour une force de compression (4.4)
p; + 6 pour une force de tension .

pour i=1,2 (deux DDL) ou i=1,2,3 (trois DDL). L’espace d’incertitude du au jeu et a
la flexibilité est déterminé exactement de la méme fagon que I'espace d’incertitude du

au jeu seul, et ce pour tous les manipulateurs ayant des chaines cinématiques du type
RPR ou du type SPS.

4.3.2 Manipulateurs avec chaines RRR

L’effet d’une force appliquée a la chaine cinématique du type RRR est montré

dans la figure 4.9. Le modele de la flexibilité de cette chaine cinématique se divise en

F

S
@%é

F1G. 4.9 — Chaine cinématique flexible du type RRR soumise a une force F.

deux parties : une pour la membrure proximale et ’autre pour la membrure distale.
Cette derniere est traitée de la méme fagon que la patte RPR, lorsque son articulation

actionnée est immobile. Ainsi, sa longueur L se trouve dans l'intervalle suivant :

[L— 4, L+ 0] (4.5)
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Chaque membrure proximale subit des forces de tension ou de compression et/ou de
flexion. Une telle membrure peut étre traitée comme une poutre encastrée a un bout,
ou se trouve l'articulation rotoide actionnée immobile. La tension et la compression
changent la longueur de la membrure. L’effet de la flexion peut étre combiné a la
flexibilité existante dans 'articulation actionnée, tel que retrouvé dans [98], d’ou sont

tirées les équations (4.6) a (4.11).

La figure 4.10 a) montre une poutre qui subit une déformation due & un moment
de flexion causée par la force F. L’extrémité libre de la poutre subit un déplacement
vertical 0 qui peut étre calculé comme suit :

B FL3
- 3EI

ou E est le module d’élasticité de Young et I est le moment d’inertie d’une section de

U S
g s Rl

(a) Poutre flexible (b) Poutrerigide virtuelle

5 (4.6)

F1G. 4.10 — Poutre encastrée : modélisation de la flexion.

la poutre par rapport a I’axe neutre.

Pour de petites déformations, on peut supposer que la rotation de la poutre rigide
virtuelle (figure 4.10 b)) ayant un ressort en torsion de raideur k; sera de 6, ou 6 sera

a peu pres égal a §/L, puisque

d/L =sinf ~ 0 (4.7)
si 0 est petit. A partir des équations (4.6) et (4.7), on peut écrire :
FIL?
= 4.8
3ET (4.8)
Selon le principe du travail virtuel, on peut écrire :
1 1
—F§ = k() 4.9
Lrs = Lo (1.9

et enfin
ky=3EI/L (4.10)
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a l'aide des équations (4.7) et (4.8). Si la raideur de l'articulation a une valeur ky
et qu’elle est modélisée par I'ajout d’un ressort en torsion, on peut traiter les deux
raideurs, ky et ky, comme deux ressorts en série et donc calculer la raideur équivalente
(qui sera plus faible) comme suit :
b Kok
ko + Ky

(4.11)

Puisqu’on cherche a déterminer la pire dégénérescence possible sans connaitre les
torseurs qui seront appliqués, la force F choisie est une force maximale prévue, la
raideur k utilisée est la raideur minimale connue et la force est placée perpendiculaire a
la poutre. Les résultats obtenus seront donc conservateurs, faute d’étre exacts. L’espace
d’incertitude réel di au jeu et a la flexibilité serait plus difficile et beaucoup plus long
a obtenir de fagon exacte, alors un espace d’incertitude approximatif plus simple est
défini a la section suivante. Notons que ’espace d’incertitude réel doit étre entierement
compris dans l'espace d’incertitude approximatif et ce sera le cas si la force F est

perpendiculaire a la poutre.

4.4 Espace d’incertitude di au jeu et a la
flexibilité

L’espace d’incertitude di au jeu et a la flexibilité et I'espace d’incertitude du au
jeu seul s’obtiennent de la méme fagon pour les manipulateurs RPR et SPS puisque
leurs pattes sont soumises a des contraintes de tension et de compression seulement.
La variation de la longueur des pattes est plus grande lorsqu’on ajoute l'effet de la

flexibilité a celui du jeu.

L’ensemble des déplacements possibles (espace d’incertitude) dues aux contraintes
de flexion dans les chaines de type RRR sont plus difficiles a inclure dans un modele,
surtout lorsque le temps de calcul est un critere important dans 1’élaboration du modele.
Afin d’ajouter facilement le mouvement de 'organe terminal du au jeu et a la flexibilité
dans un programme informatique, une représentation approximative constituée d’arcs

de cercles a été choisie.

Sans considérer la flexibilité, I’espace d’incertitude du manipulateur 2-RRR plan du
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au jeu (une fois les articulations immobiles) est l'intersection de deux anneaux, chacun
d’eux étant formé d’une paire de cercles concentriques. Le modele comprenant la flexion
dans les membrures proximales du 2-RRR plan et le jeu dans les articulations rotoides
passives génere un espace formé de l'intersection de deux anneaux, mais ceux-ci sont
constitués d’'une paire de cercles non-concentriques. Dans les deux cas : 1) jeu seul et
2) jeu + flexibilité, les rayons minimums et maximums des cercles, concentriques ou
non, ont la méme définition (L3 £+ § et Ly +9).

La figure 4.11 illustre la procédure pour une des pattes. Le centre du cercle de rayon
L;— 6 (compression) et du cercle de rayon Lz + ¢ (tension) sont obtenus en calculant la
position du bout de la membrure 1 dans ses deux positions extréemes, lorsqu’il est soumis
a une force de flexion dont la valeur maximale est déterminée a ’avance. La méme
procédure est utilisée avec les membrures 2 et 4 de la deuxieme chaine cinématique
pour obtenir 'autre paire de cercles. Pour choisir ou placer le cercle ayant le plus petit
rayon et le cercle ayant le plus grand rayon, il faut déterminer le choix qui résultera en
un plus grand espace d’incertitude. C’est le centre du cercle ayant le plus petit rayon
qui se trouve le plus loin de la position (z,y) de l'organe terminal et le centre du plus

grand cercle qui est le plus pres de la position (x,y). On peut constater que I'espace
Ls+3

F1G. 4.11 — Modélisation de la flexion et du jeu.

d’incertitude (une fois les articulations immobiles) sera plus grand lorsque la flexibilité
des membres soumis a de la flexion est considérée en plus du jeu dans les articulations

passives, en raison des cercles non-concentriques.
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Pour le manipulateur 3-RRR, on procede de la méme facon, en obtenant l'inter-

section de trois paires de cercles non-concentriques, en discrétisant selon l'orientation

.

4.5 La zone des singularités

L’espace d’incertitude du au jeu et/ou a la flexibilité peut permettre & un manipula-
teur de se rendre dans une configuration singuliere s’il y a intersection de la courbe des
singularités et de I'espace d’incertitude, puisque le mouvement a l'intérieur de celui-ci
n'est pas controlé ni choisi. A D'aide du 2-RPR plan, il est simple de démontrer com-
ment le jeu dans les articulations passives influence ’étude des singularités. Lorsque ses
deux pattes sont alignées, le 2-RPR plan ne peut ni appliquer ni résister a une force
perpendiculaire a celles-ci. S’il y a du jeu aux articulations rotoides passives et que
le manipulateur est assez pres d’une configuration singuliere (ses pattes sont presque

alignées), il est possible que le 2-RPR plan atteigne une configuration singuliere.

Cette situation est illustrée a la figure 4.12. La force F montrée, appliquée a I'organe
terminal, va forcer le manipulateur a changer de solution (PGD) et les actionneurs
prismatiques n’y pourront rien. Le point de départ, une configuration non-singuliere du
manipulateur fait donc partie d’une zone ou une configuration singuliere est possible.

Il faut donc éviter de trop s’approcher des courbes des singularités.

F1G. 4.12 — Un manipulateur 2-RPR plan en configuration singuliere, en raison du jeu.

Au lieu d’éviter tout simplement la courbe des singularités dans la planification



de trajectoires, il devient important d’éviter la zone singuliere. La méthode de déter-
mination de la zone des singularités développée pour les manipulateurs du type RPR
et du type SPS ne peut pas étre appliquée aux manipulateurs de type RRR, donc les
deux méthodes sont présentées séparément, en commencant par la plus simple, pouvant

s’appliquer a tous les manipulateurs dont les chaines cinématiques sont du type RPR

ou SPS.

4.5.1 Manipulateurs avec chaines RPR ou SPS

Cette méthode de détermination de la zone des singularités est basée sur le principe
suivant :

A un point A choisi de l’espace de travail d’un manipulateur RPR ou SPS , [’espace
d’incertitude di au jeu et/ou a la flexibilité est tracé et un point B se trouve a l'intérieur
de cet espace d’incertitude. Si, a partir du point B, l'espace d’incertitude di au jeu et/ou

a la flexibilité est tracé, le point A va s’y trouver.

Ce principe est illustré a la figure 4.13. Un point A (croix rouge) a été choisi dans
I’espace de travail d'un manipulateur a deux DDL et I'espace d’incertitude a été tracé
en rouge. Un point B (croix bleue) compris a U'intérieur de 1'espace d’incertitude en
rouge a été choisi et ’espace d’incertitude correspondant a été tracé en bleu. Les points

A et B sont tous deux compris a 'intérieur des deux espaces d’incertitude.

La solution au PGI du point A sera incluse dans l'intervalle [p; — §, p; + 9], i=1,2
(deux DDL) ou i=1,2,3 (trois DDL), obtenu & partir de la solution au PGI du point B

et vice-versa.

Les manipulateurs 2-RPR plan et le tripode (3-SPS spatial) sont les seuls parmi
les six étudiés pour lesquels il est possible d’obtenir analytiquement une courbe (2-
RPR) ou une surface (3-SPS) délimitant la zone des singularités dans ’espace cartésien,
puisqu’il est possible d’exprimer leurs singularités en fonction des variables articulaires.

Les étapes a suivre sont les suivantes :
1. Exprimer les singularités dans le domaine articulaire

2. Ajouter ou soustraire § a p;, i = 1,2 (2-RPR) ou i = 1,2,3 (3-RPR)
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F1G. 4.13 — Deux points, A et B, chacun avec son espace d’incertitude.

3. Remplacer tous les p;, i = 1,2 (2-RPR) ou i = 1,2,3 (3-RPR) par les solutions
au PGI

4. Dans le cas du 2-RPR, isoler y pour obtenir une fonction de z : y = f(x)

5. Dans le cas du 3-RPR, discrétiser x et y et appliquer une méthode numérique

pour obtenir la valeur de z correspondante

Dans le cas du manipulateur a deux DDL, les équations s’obtiennent facilement. Si
ses deux pattes sont attachées sur 'axe x (base fixe du manipulateur), la courbe des
singularités (sans jeu et sans flexibilité) est représentée par 1’équation y = 0. Sachant
que les positions singulieres du manipulateur correspondent a celles ou les pattes sont
paralleles et que les pattes sont attachées aux positions 0 et a (sur I’axe des x), on peut

exprimer les singularités de la fagon suivante, dans I'espace articulaire :

pr+pr=a si 0<zx<a
pr—p2=a si x>a (4.12)
po—pr=a si <0

La premiere étape de 'obtention analytique des zones singulieres est d’exprimer les
singularités a partir des coordonnées articulaires, tel qu’a I’équation (4.12). Pour ce

manipulateur, I’obtention des équations de frontiere des zones varie légerement dans
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les trois sections définies a la figure 4.14. Les sections sont délimitées par des droites
perpendiculaires a la courbe des singularités, passant par les articulations fixes. Pour
chaque section, il faut déterminer si c’est I’ajout ou le retrait de la valeur ¢ a la longueur
de chaque patte qui va rapprocher le manipulateur d’une configuration singuliere. Ceci

fait partie de la deuxieme étape.

Singularités

F1G. 4.14 — Les trois sections a considérer pour I'obtention des zones de singularités.

Il est indiqué dans la figure 4.14, pour chaque section, s’il faut ajouter ou soustraire 9.

Pour terminer la deuxieme étape, on transforme ’équation (4.12) de la fagon suivante :

(p1—=0)+(p2—9)=a si 0<z<a
(p1+0)—(p2—0d)=a si z>a (4.13)
(p2+0)—(m—9d)=a si <0

L’étape trois consiste a substituer p; et ps par les expressions obtenues pour les

solutions au PGI, ce qui est fait & ’équation (4.14).

(Ve +y? =)+ (V(zr—a)’+y*>—d)=a si 0<z<a
(Ve2+1y2+90)— (V(@—a)2+y2-9d)=a si z>a (4.14)
(m+5)—(\/m-5):a si <0

La derniere étape consiste a isoler la variable y pour obtenir analytiquement la frontiere

de la zone des singularités, en fonction de x, en trois parties continues (équation (4.15)).

La zone singuliere est symétrique par rapport a l'axe des z (y = 0).

y = £21/22(—02 — da) + x(ad® + a?6) + (a26% + 20%a + 6*) /(20 +a), 0<z<a
y = £2/22(—52 + da) + x(ad? — a2d) + (a26% — 20%a + 6%) /(26 + a), ailleurs
(4.15)




Dans le cas du manipulateur a trois DDL, toutes les configurations singulieres sont
comprises dans le plan défini par les trois articulations sphériques fixes. Les équations
sont plus simples si on choisit le plan z = 0, une articulation fixe a (0,0) et la deuxiéme
sur l'axe z, (a,0). La troisitme articulation peut prendre n’importe quelle position
(b,c), pourvu que ¢ # 0. La zone des singularités comprend les configurations qui
sont suffisamment pres du plan z = 0 pour que le jeu et la flexibilité permettent au
manipulateur d’atteindre ce plan. Dans le plan z = 0, la solution au PGI devient :

p1 =2 +y°
pr=(z—a)’ +y° (4.16)
ps=(z =0+ (y — ).

A partir des deux premieres lignes de I’équation (4.16), on peut obtenir des expres-

sions pour x et y en fonction de p; et ps :

R
T ="
y==|p}— (ﬁgiﬂﬁ)j (4.17)

En substituant ces expressions pour x et y dans la derniére ligne de I’équation (4.16),

on peut exprimer les singularités dans I'espace articulaire :

2 2 2\ 2 2
+ (,ﬁ - (%) ) - c] (4.18)

ou le signe =+ est celui de y. Ceci complete la premiere étape de I'obtention analytique

> {pf—pgﬂﬂ

2
= —b
P3 2%, ] +

des zones singulieres.

A I’étape deux, le nombre d’équations passe de trois (manipulateur a deux DDL)
a sept (manipulateur a trois DDL). Ces sept sections sont délimitées et identifiées a la
figure 4.15. La figure montre le plan xy comprenant les trois points d’attache des pattes
sur la base fixe du tripode. Trois droites passant chacune par deux articulations fixes

divisent le plan en sept sections.

A cette étape, Péquation (4.18) est modifiée :

(pr£0)* = (p2 £0)* + a? _br
2a

2 2 2\ 2 2 (
i((plﬂ)Q_((plia) —(p2£9) M))_c] |

(a7 = |
4.19)
_|_

2a
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F1G. 4.15 — La base fixe du tripode dans le plan xy, divisée en sept sections.

Pour chaque section, il faut déterminer si c’est ’ajout ou le retrait de la valeur
a la longueur de chaque patte qui va rapprocher le manipulateur d’une configuration

singuliere. Le tableau 4.1 montre pour chaque section le signe que doit prendre +9.

section | p1 | p2 | p3s | ¥
1. +O|+0| =0 >0
2. —0|+0| =0 | >
3. —0 | =0 |—=0|>
4. | 46| =] =0 >
5. —0|+0 |40 | <0
6. 0| =0 |40 | <
7. +o| 0| +0 | <

TAB. 4.1 — Signes a utiliser dans les équations (4.19-4.20).

L’étape trois consiste a substituer pi, pa et p3 par les expressions obtenues pour les
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solutions au PGI, lorsque z # 0 :

(\/(x—b)2+(y—c)2+22i5>2:
(V2P 22072~ (@ —a) + 92+ 2 £0) + a?

2a

—b

+ | £ (( 72+ y2 + 22 £6)?

2a

<(\/mj:5)2(\/(xa>2+y2—|—z2:i:5)2+a2>2>C]2

(4.20)

La derniere étape consiste a obtenir numériquement la valeur de z aux points xy
d’intérét, ou a plusieurs points xy afin de représenter la zone des singularités dans
I’espace de travail a I'aide d’un graphique. La zone singuliere est symétrique par rap-

port au plan z = 0.

La méthode numérique choisie est dérivée de I'algorithme de Newton-Raphson. La
méthode de la sécante remplace la dérivée de la fonction, nécessaire avec Newton-
Raphson, par la pente obtenue a partir des valeurs calculées a deux points. La recherche

d’une solution se fait a partir de ’équation (4.21), par itérations.

f(n) (4.21)

T I T ) = F(wa)

S’il vy a convergence, la solution est x,.; lorsque z,,; — x, est plus faible que la
tolérance choisie. Dans le cas de I’équation (4.20) et des intervalles prévus, il y a toujours
convergence. Ces méthodes sont retrouvées dans plusieurs livres d’analyse numérique,
dont [106].

Dans le cas des deux autres manipulateurs a trois DDL avec actionneurs prisma-
tiques, la zone des singularités sera représentée pour une seule tranche de I'espace 3D
a la fois. Dans les résultats qui seront présentés et donc dans les méthodes proposées,
voici le DDL qui demeurera constant pour chacun des manipulateurs :
3-RPR plan : l'orientation ¢, qui est la rotation autour de I'axe z
3-SPS sphérique : la torsion o, qui est la rotation autour de I’axe z mobile

La procédure qui suit peut étre appliquée de la méme fagon aux deux manipula-

teurs a trois DDL énumérés ci-dessus. Le manipulateur 3-RPR plan est choisi pour
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I’explication de la procédure. L’objectif est d’obtenir la zone des singularités lorsqu’une
orientation constante est choisie. Toutefois, puisque 'espace d’incertitude du au jeu
et a la flexibilité permet un mouvement en 3D : translation dans le plan xy et une
rotation ¢, il faut tenir compte de cette derniere lors de la détermination de la zone

des singularités.

La figure 4.16 montre un espace d’incertitude discrétisé selon ¢ et chaque tranche
tracée est I'espace d’incertitude a orientation constante. Celle qui est montrée en rouge
est la tranche correspondant a l'orientation constante choisie. Un point zy¢ choisi fait
partie de la zone des singularités si 'espace d’incertitude 3D intersecte la surface des
singularités (montrée en vert). Il faut tenir compte de la rotation possible, due au jeu

et a la flexibilité, de la plate-forme mobile dans I'obtention de la zone des singularités.

F1G. 4.16 — Intersection de ’espace d’incertitude et des singularités.

Une orientation constante est premierement choisie, ensuite la zone des singularités

est obtenue. Cette zone contiendra toutes les positions zy permettant d’atteindre une
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singularité a l'orientation choisie tout en tenant compte de I'espace d’incertitude en
3D. Pour tous les manipulateurs avec chaines du type RPR présentés, la recherche de
la zone se fait a partir des courbes (2D) ou a partir des surfaces (3D) singulieres. Ainsi,
tout au long de la procédure, tous les espaces d’incertitude sont obtenus a partir d’un

point qui est une configuration singuliere.

Selon le principe énoncé au début de la présente section, si I’espace d’incertitude
obtenu & partir d’un point A (une configuration singuliére) contient un point B, I’espace
d’incertitude obtenu a partir du point B contiendra le point A, qui est une configuration
singuliere. Le point B fait donc partie de la zone des singularités. De plus, si I’espace
d’incertitude obtenu & partir d’un point A (une configuration singuliére) contient une
tranche a une oriention ¢, ’espace d’incertitude obtenu a partir de n’'importe quel point
de cette tranche contiendra la configuration singuliere A. Toute la tranche fait donc

partie de la zone singuliere.

Les étapes de la procédure sont présentées dans la figure 4.18. A Torientation
constante choisie (¢eons), la courbe des singularités est obtenue puis discrétisée pour
générer une liste de points (x;, ;) ¢ = 1...n. Pour chacun de ceux-ci, la longueur des
pattes p1, po et ps est calculée. Les n espaces d’incertitude a orientation constante,
dus au jeu et a la flexibilité, sont déterminés et tracés. L’'union de ces petits espaces
qui contient la courbe des singularités forme une partie de ce qui deviendra la zone
singuliere du manipulateur. A ce moment-ci, la rotation possible due au jeu et a la
flexibilité n’a pas encore été considérée. La figure 4.17 montre ce résultat préliminaire
pour un manipulateur plan a trois DDL, le 3-RPR. La courbe des singularités est
montrée en vert et les espaces d’incertitude a orientation constante, obtenus a partir

de points sur cette courbe sont montrés en rouge.

Les étapes qui suivent, répétées dans une boucle, completent petit a petit la zone

singuliere, en faisant varier ¢, afin de considérer tout l'espace d’incertitude (3D).

Cette boucle est répétée a deux reprises a partir de ¢ = ¢.ons : une fois en incré-
mentant ¢ vers le haut (¢ = ¢ + A¢) et une autre fois vers le bas (¢ = ¢ — A¢p). Pour
chaque nouvelle valeur de ¢, la courbe des singularités correspondante est obtenue puis
discrétisée pour générer une liste de points (z;, y;) @ = 1...n. Pour chacun de ceux-ci, la
longueur des pattes p1, po et ps est calculée. Au lieu d’obtenir I'espace d’incertitude a

orientation constante, ce sont les espaces d’incertitude 3D qui sont déterminés. Un tel
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Fic. 4.17 — Début de la formation de la zone des singularités, selon la méthode

présentée.

espace a été montré aux figures 4.6 et 4.16.

Si Iorientation ¢, est incluse dans 'espace 3D, cette tranche seulement est tracée
et participe a la formation de la zone singuliere du manipulateur. C’est I’ensemble de
toutes les configurations pouvant atteindre une singularité, lorsque ¢ prend la valeur
choisie qui est le résultat recherché a la fin de l'algorithme. Les autres tranches de

I’espace d’incertitude n’ont pas d’intérét.

Si, pour la présente valeur de ¢, au moins une tranche (¢ = @eons) d'un des n espaces
d’incertitudes 3D a été tracée, ¢ est incrémenté et la procédure continue. Dans le cas

contraire, on s’arréte.

Le méme algorithme s’applique au manipulateur sphérique, mais avec les substitu-

tions suivantes :
1. L’orientation est remplacée par la torsion (¢ est remplacé par o)

2. Les points zy sont remplacés par les points 0¢ (inclinaison et azimuth)
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F1G. 4.18 — Algorithme pour la détermination de la zone des singularités du manipu-
lateur 3-RPR plan.



4.5.2 Manipulateurs avec chaines RRR

Pour ces manipulateurs, la derniere phrase du principe énoncé précédemment n’est
plus vraie : A un point A choisi de l’espace de travail d’un manipulateur RPR ou SPS
Uespace d’incertitude du au jeu et/ou a la flexibilité est tracé et un point B se trouve a
lintérieur de cet espace d’incertitude. Si, a partir du point B, [’espace d’incertitude du
au jeu et/ou a la flexibilité est tracé, le point A va s’y trouver. Lorsque les actionneurs
des manipulateurs a chaines RRR sont immobiles, le mécanisme équivalent a chaines
RPR utilisé pour tracer I'espace d’incertitude di au jeu et a la flexibilité n’est pas le
méme aux points A et B. La solution au PGI du point A n’est peut-étre pas incluse
dans l'intervalle [p; — 0, p; + d], i=1,2 (deux DDL) ou i=1,2,3 (trois DDL) obtenu a

partir de la solution au PGI du point B et vice-versa.

Pour obtenir la zone des singularités, il faut discrétiser I’espace de travail. Le résultat
final est un nuage de points formant la zone des singularités. Voici les étapes de la

méthode développée pour obtenir la zone des singularités du 2-RRR :

1. Choisir une seule des quatre solutions au PGI et la garder pour toutes les étapes

suivantes

2. Discrétiser I'espace atteignable du manipulateur selon z et y pour obtenir une

liste de points zy

\

3. A chacun des points zy, obtenir 'espace d’incertitude du au jeu et a la flexibilité

4. Vérifier s’il y a intersection de I'espace d’incertitude avec les lieux de singularités :
utiliser la méthode basée sur le déterminant de la matrice jacobienne pour vérifier
s’il s’y trouve une courbe des singularités
— Dans l'affirmative : le point xy fait partie de la zone des singularités, passer au

point xy suivant

Les étapes 2, 3 et 4 sont illustrées a la figure 4.19. Un maillage tres grossier a été choisi
dans le seul but d’aider a la compréhension. Les croix bleues sont les points obtenus
par la discrétisation de ’espace de travail. Ceux qui se trouvent a l'intérieur de ’espace
sont utilisés pour les étapes 3 et 4. Les espaces d’incertitudes sont tracés en rouge. A
la fin de la procédure, les points suivants (ligne, colonne) sont enregistrés et font partie
de la zone des singularités : (2,2), (2,3), (2,4), (3,4), (4,2), (4,4).

La méthode développée pour obtenir la zone des singularités du 3-RRR est sem-
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colonnes 1 2 3 4 5 6

lignes

y (m)

x (m)

Fia. 4.19 — Choix des points formant la zone des singularités.

blable, mais comprend quelques ajouts. Voici les étapes :

1.

Choisir une seule des huit solutions au PGI et la garder pour toutes les étapes

suivantes

Choisir l'orientation constante voulue

. Discrétiser 'espace de travail a orientation constante selon = et y pour obtenir

une liste de points xy

A chacun de ces points, obtenir I'espace d’incertitude 3D (xy¢) du au jeu et a la

flexibilité, discrétisé selon ¢

. Pour chaque tranche de 'espace d’incertitude, vérifier s’il y a intersection avec

les lieux de singularités :

- A chaque tranche (¢ = constante) de l'espace d’incertitude 3D, utiliser la
méthode basée sur le déterminant de la matrice jacobienne pour vérifier s’il
s’y trouve une courbe des singularités (les singularités sont différentes a chaque
tranche)

— Dans laffirmative : le point zy fait partie de la zone des singularités, passer

7



au point xy suivant
— Sinon, continuer a vérifier les autres tranches de 1’espace d’incertitude jus-
qu’a ce qu’on y retrouve un point de la courbe des singularités ou jusqu’a la

derniére tranche.

Les étapes 4 et 5 sont plus facilement comprises en regardant une figure présentée
précédemment, la figure 4.16. A ces étapes, 'espace d’incertitude est obtenu a partir
d’un point situé dans la tranche en rouge. En commencgant par cette tranche et en
vérifiant les autres, en s’éloignant de la premiere, I'intersection avec les singularités est
vérifiée avec la méthode présentée a la section 3.4.1. Si une intersection est trouvée, le
point de départ de la tranche en rouge est enregistré. Tout au long de la procédure, les
tranches en rouge correspondent toutes a l'orientation constante voulue (étape 2). Le
résultat final sera un nuage de points xy formant la zone des singularités a I'orientation

constante choisie.

4.6 La variation des propriétés cinématiques

En plus de permettre des erreurs (position et/ou orientation) et de générer des
zones singulieres, le jeu et la flexibilité vont produire une dégénérescence possible des
propriétés cinématiques, telles que la dextérité et la raideur. Dans ce texte, le terme
dextérité désigne 'inverse du conditionnement de la matrice jacobienne, un indice borné
entre 0 et 1. La méthode proposée est de vérifier ces propriétés cinématiques sur les

frontieres des espaces d’incertitude et d’enregistrer la moins bonne valeur calculée.

Afin que cette méthode soit admissible, il faut s’assurer de connaitre certaines ca-
ractéristiques de la variation de la dextérité et de la variation de la raideur du ma-
nipulateur dans I’ensemble de son espace de travail. Dans la figure 4.20, tel que dans
toutes celles présentant la dextérité ou la raideur dans ce travail, on remarque une
méme propriété qui est essentielle pour obtenir des résultats utiles avec la méthode
présentée : peu importe le point choisi dans ’espace de travail, une évaluation des
propriétés cinématiques environnantes montre qu’il y a toujours une direction selon

laquelle les propriétés se détériorent en s’éloignant du point choisi.
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X (m)

FiG. 4.20 — Variation de la dextérité dans I'espace de travail du manipulateur 2-RPR
plan.

La méme figure contient un point (croix bleue) et 1'espace d’incertitude obtenu a
partir de celui-ci. La figure 4.21 montre 'espace d’incertitude de la figure 4.20, les
courbes d’isodextérité et I'emplacement de la valeur minimum obtenue, qui se trouve

sur la frontiere de 1’espace.

Ceci permet de vérifier les frontieres seulement de I'espace d’incertitude du au jeu et
a la flexibilité pour retrouver la pire dégénérescence possible des propriétés cinématiques

a un point choisi, ce qui est I'objectif visé.

Dans les chapitres 5 et 6 la recherche de la dégénérescence des propriétés cinématiques
se fait pendant I'obtention de l’espace d’incertitude, en effectuant les calculs de la
dextérité et de la raideur sur les frontieres obtenues. La dextérité calculée est I'inverse
du conditionnement de la matrice J’ de I’équation (3.118). La raideur est calculée a par-
tir de 1’équation (3.119), qui ne comprend pas la déformation due & un torseur connu.
On tient compte de la déformation due a un torseur inconnu en considérant la flexibilité

des membrures pour 'obtention de I'espace d’incertitude.
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F1G. 4.21 — Variation de la dextérité dans un espace d’incertitude du manipulateur
2-RPR plan.

4.7 Sommaire

Des algorithmes ont été présentés pour l'obtention des zones singulieres. Ceux-ci
different selon les chaines cinématiques qui constituent les pattes d’un manipulateur.
L’obtention des espaces d’incertitudes dus au jeu retrouvé aux articulations rotoides
passives et a la flexibilité des articulations et des membrures est une partie importante

de chaque algorithme.

Toutes les membrures des manipulateurs avec actionneurs prismatiques sont sou-
mises a des forces de compression et de tension seulement, ce qui simplifie la modélisation
de l'effet du jeu et de la flexibilité. Pour les manipulateurs avec actionneurs rotoides,
il est possible d’obtenir des manipulateurs équivalents avec actionneurs prismatiques
pour une posture choisie (actionneurs immobiles). On peut alors obtenir I'espace d’in-
certitude du au jeu pour le manipulateur équivalent. Pour inclure la flexion qui est
présente dans les membrures proximales des manipulateurs avec actionneurs rotoides,
il faut adapter ’algorithme de détermination de l'espace d’incertitude, tel qu’il a été

présenté dans ce chapitre.
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Chapitre 5

Résultats pour des manipulateurs
avec articulations prismatiques

actionnées

Parmi les manipulateurs étudiés, quatre ont des articulations prismatiques acti-
onnées. Les résultats obtenus pour les autres manipulateurs se trouvent au prochain
chapitre. Ce chapitre contient une étude de l'erreur de positionnement et/ou d’orienta-
tion de l'organe terminal, I'obtention de la distribution des espaces d’incertitudes qui
existent en raison du jeu et de la flexibilité, ’obtention des zones des singularités et
la dégradation possible des propriétés cinématiques, selon les méthodes présentées au
chapitre précédent. De plus, une comparaison de Ierreur (position et/ou orientation)

et des propriétés cinématiques est présentée.
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5.1 Manipulateur plan a deux DDL

L’architecture choisie pour ce manipulateur est définie par deux vecteurs : r; =
[0 0]" etry = [1 0]%. Les pattes (articulations prismatiques) sont attachées a
la base, au bout des vecteurs. La figure 5.1 montre 1'espace d’incertitude lorsque les

actionneurs sont immobiles et ce, pour plusieurs points (z,y).
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Fia. 5.1 — Espace d’incertitude du au jeu dans les articulations.

Il est important de préciser que le plus petit espace d’incertitude permis par les jeux
se trouve au point x = y = 0,5 m, ce qui correspond aussi a la position de la dextérité
maximale, qui est isotrope dans ce cas. Les deux pattes ont la méme longueur et forment
un angle de 90°. Les espaces d’incertitudes permis par les jeux sont plus grands lorsque
le manipulateur est en configuration singuliere (y = 0 m), correspondant & une dextérité

nulle.



5.1.1 Erreur de position

L’exemple suivant sert a illustrer a la fois 'effet de la flexibilité et celui du jeu
sur 'erreur de position du manipulateur étudié dans cette section. Une trajectoire est
imposée a l’organe terminal et une force sinusoidale lui est appliquée. Pour la simplicité,
la valeur de x est fixée & 0,5 m lors de la trajectoire (donc p; = po) et la force dans la

direction x est nulle. La force appliquée dans la direction y est :
F, = Fsin(4nt +7/2) N, 0<t<1s (5.1)
ou la valeur de F' est de 2000 N. La valeur de y varie selon :

y=(04+t)m, 0<t<ls (5.2)

La figure 5.2 montre la valeur voulue de y et la valeur réelle obtenue si la force
F, montrée dans la figure est appliquée et si la somme des jeux dans chaque chaine
cinématique est de 0,02 m. Une valeur de 20 000 N/m a été choisie pour ky et ko qui
sont la raideur des deux pattes, respectivement. Dans la figure, la force change de signe
lorsque sa courbe intersecte la ligne horizontale verte. A ces intersections, une ligne
verticale pointillée a été ajoutée afin qu’il soit plus facile de voir I'effet du changement

de signe sur la trajectoire réelle.

Les deux causes de I'erreur de position peuvent étre distinguées I'une de 'autre. Il
est possible de voir la dépendance du sens de 'erreur de position due au jeu au sens
de la force (Ierreur change de signe en méme temps que la force) et de la grandeur
de l'erreur de position a la grandeur de la force appliquée (la forme du déplacement
simulé). En début de trajectoire, ’erreur de position est plus sensible a la force, puisque
la raideur selon I’axe y est plus faible. La variation de la raideur est montrée a la section
5.1.3, dans la figure 5.9.

Pour une tache prévue a I'avance, qui requiert une tres grande précision et ou les
forces qui seront appliquées sont connues, il est possible de prévoir les erreurs et de com-
penser en partie celles-ci en ajustant légerement la trajectoire. Par contre, cette these
n’est pas rattachée a une situation ou une tache particuliere et sera orientée autrement.
Dans tout ce qui va suivre, c’est la plus grande erreur ou la plus grande dégénérescence
possible qui est calculée, étant donné la plus grande déformation possible du manipu-

lateur, due au jeu et a la flexibilité.
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Fia. 5.2 — Effet de la flexibilité et du jeu sur la position.

Sans connaitre le sens des forces qui seront appliquées, on peut obtenir les plus
grandes erreurs de position possible en choisissant une valeur de § qui comprendra les
plus grandes déformations prévues. Les figures 5.3 et 5.4 montrent la variation totale de
la position, la premiere selon 'axe x (horizontal) et la deuxieme selon 1’axe y (vertical),

lorsque 6 = 0,02 m.

Une comparaison des deux cas montre que les erreurs n’ont pas la méme distribution
dans I'espace de travail du manipulateur. L’orientation du manipulateur par rapport a
sa surface de travail devra donc étre choisie selon les contraintes de la tache a accomplir.
Dans le cas des chaines cinématiques du type RPR et du type SPS, les longueurs
minimum et maximum des pattes n’ont aucune influence ni sur les lieux de singularité,
ni sur les propriétés cinématiques. Les limites de 1’espace de travail ne sont donc pas

incluses.

5.1.2 Zones de singularité et dextérité

La zone des singularités comprend toutes les positions de l'organe terminal qui

pourraient permettre au manipulateur de se rendre dans une configuration singuliere,
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F1G. 5.3 — Variation totale de position selon 'axe z, pour 6 = 0,02 m.

F1G. 5.4 — Variation totale de position selon I'axe y, pour 6 = 0,02 m.



si les forces appliquées (grandeur et sens) sont adéquates. En dehors des limites de
cette zone, il n’y a pas de singularités, peu importe les forces impliquées, dans les

limites prévues.

La zone des singularités ainsi que les dégénérescences possible des propriétés ciné-
matiques seront plus grandes si :

— les forces maximales sont plus élevées

— les raideurs sont plus faibles

— les jeux sont plus grands

Dans tous les résultats présentés, pour les manipulateurs ayant des chaines ciné-
matiques du type RPR ou du type SPS, les trois influences énumérées précédemment
sont incluses dans une méme variable 9, décrite dans le chapitre précédent. Pour ces
manipulateurs, il est équivalent d’augmenter la valeur du jeu pour inclure la flexibilité.
La figure 5.5 montre de quelle fagon 1’étendue de la zone des singularités est influencée
par la grandeur du jeu aux articulations passives. La droite y = 0 m représente les
singularités en absence de jeu et la zone s’agrandit autour de celle-ci lorsque les jeux

augmentent. Les arcs de cercle, en bleu, sont les limites de 1’espace de travail.
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Fia. 5.5 — Effet de la grandeur du jeu sur ’étendue de la zone des singularités.
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La figure 5.6 montre les isodextérités du manipulateur. On retrouve deux courbes

1.2 0.7 i

11

x (m)

Fi1G. 5.6 — Comparaison de la dextérité avec 6 = 0,02 m et sans jeu.

pour chacune des valeurs d’isodextérité : une pour la dextérité sans jeu et ’autre pour
une valeur 6 = 0,02 m (lignes plus épaisses). Par exemple, si on juge qu’une tache
requiert une dextérité d’au moins 0,6, une plus petite partie de 'espace de travail du

manipulateur sera adéquate. Le méme résultat peut étre présenté autrement.

Ala figure 5.7 c’est la dégradation possible de la dextérité qui est présentée pour
la méme valeur de § = 0,02 m. La dégradation de la dextérité est la perte possible
de dextérité : la différence entre la dextérité calculée sans jeu et la dextérité minimale
calculée dans 'espace d’incertitude. La dégradation obtenue est plus faible loin de la

zone des singularités.
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Fia. 5.7 — Dégradation possible de la dextérité avec 6 = 0,02 m.

5.1.3 Deégradation de la raideur

Pour une tache connue, la distribution de la raideur d’'un manipulateur a I'intérieur
de son espace de travail selon un ou plusieurs axes peut étre importante. Dans les
résultats présentés, la distribution de la raideur ainsi que distribution de la sensibilité
a effet du jeu n’est pas la méme selon ’axe choisi. Bien que le jeu puisse avoir 'effet
d’augmenter la raideur dans certains cas, c¢’est la pire dégénérescence qui est présentée
dans tous ce qui suit. La figure 5.8 montre les isoraideurs du manipulateur selon l'axe z
et ce, avec (lignes plus épaisses) et sans jeu (6 = 0,02 et § = 0 m). La figure 5.9 montre
les isoraideurs du manipulateur selon ’axe y pour les mémes valeurs de §. L’allure des
courbes est tres différente dans les deux cas, puisque ’angle de chacune des pattes dans

le plan zy influence directement la raideur selon les axes x et y.

L’effet de la grandeur du jeu est montrée a la figure 5.10, en comparant la dégé-
nérescence possible de la raideur selon I'axe x pour les valeurs § = 0,02 et 6 = 0,04
m. La dégénérescence de la raideur est la perte possible de raideur : la différence entre
la raideur calculée sans jeu et la raideur minimale calculée dans l'espace d’incertitude.

Si on double la grandeur de ¢, cela ne va pas exactement doubler la dégénérescence
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possible, mais cette approximation serait acceptable dans la plupart des cas.
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F1G. 5.10 — Comparaison de la dégradation de la raideur selon I’axe z lorsque 6 = 0,02
et 0 = 0,04 m.

5.1.4 Comparaison de la distribution de ’erreur et de la

dextérité

L’espace de travail du 2-RPR a été discrétisé de la fagon suivante pour un total de
1891 points :
z=0,0:0,01:0,6m

5.3
y=20,3:0,01:0,6m (5:3)

A tous ces points, l'erreur maximale (due & un jeu § = 0,02 m) et la dextérité ont
été calculés. La figure 5.11 montre un graphique de la dextérité tracée en fonction de
I’erreur maximale. L’erreur due a un espace d’incertitude n’est pas inversement pro-

portionnelle a la dextérité et peut méme étre plus faible dans une position de dextérité
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moindre. Toutefois, on peut remarquer une tendance : la dextérité moyenne d’un inter-

valle diminue alors que son erreur maximale moyenne augmente.
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F1G. 5.11 — Dextérité en fonction de I'erreur maximale lorsque 6 = 0, 02.

5.2 Manipulateur spatial a trois DDL

Les zones de singularité, I’erreur de position et la dégradation des propriétés ciné-

matiques sont présentées dans ’ordre mentionné.

5.2.1 Zones de singularité

La base fixe du tripode est décrite par les trois vecteurs suivants :ry = [0 0 0 ]7,
ro=[1 0 0] etrs=[1/2 +/3/2 0]". La base est dans le plan z = 0 et les lieux
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de singularités correspondent a ce méme plan. En ajoutant un jeu () a chaque patte,

le plan z = 0 devient le plan de symétrie de la zone des singularités. La figure 5.12

montre la hauteur de la zone des singularités par rapport a z = 0, pour un jeu de 0,02.

Les lignes pointillées vertes délimitent les sept sections définies au chapitre précédent

et leurs trois intersections correspondent aux points d’attache des pattes sur la base, le

bout des vecteurs r;, i = 1,2, 3.
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FiG. 5.12 — Hauteur de la zone des singularités causée par le jeu 6 = 0,02 m.

5.2.2 Erreur de position

Pour une position xyz choisie de 'organe terminal, le jeu permettra un mouvement

selon les trois axes qui causera des erreurs en position. La figure 5.13 montre la variation

possible selon I'axe z a deux différentes valeurs de z : 2 = 0,8 et z = 1,2 m, lorsque le

jeu prend la méme valeur de 0,02 m. Pour deux courbes représentant la méme élévation,

celle qui est plus épaisse correspond a z = 1,2 m, dans la figure. A chaque point xy

de I’élévation choisie, la différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur



de z dans l'espace d’incertitude est enregistrée. C’est a une élévation z = 1,2 m que
I’erreur possible est la plus faible. Ceci n’est pas surprenant puisque cette élévation est

plus éloignée de la zone des singularités.

y (m)

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X (m)

Fi1G. 5.13 — Variation totale possible de z causée par le jeu, a deux valeurs imposées de
z:2=0,8et z2=1,2 m.

5.2.3 Deégradation de la dextérité

A une valeur choisie de z = 0,8 m, la dextérité a été tracée en absence de jeu et
lorsque le jeu prend une valeur de 0,02 m (courbes plus épaisses). Ceci est montré a
la figure 5.14. On remarque que plus la dextérité est faible, plus la perte de dextérité

est élevée. Les courbes se déplacent de plus en plus rapidement pour une dextérité plus
faible.
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F1G. 5.14 — Dextérité avec 6 = 0,02 m et sans jeu pour une valeur choisie de z = 0,8

m.

5.2.4 Dégradation de la raideur

A une valeur choisie de z = 0,8 m, la raideur selon I'axe z a été tracée en absence
de jeu et lorsque le jeu prend une valeur de 0,02 m (courbes plus épaisses). Ceci est
montré a la figure 5.15. On peut remarquer que les courbes se déplacent de plus en plus

pour une rigidité moindre.

5.2.5 Comparaison de la distribution de ’erreur et de la

dextérité

L’espace de travail du tripode a été discrétisé de la facon suivante pour un total de
2091 points :
r=0,5:0,01:0.9m

5.4
y=0,2:0,01:0.7m (5.4)
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F1G. 5.15 — Raideur selon I'axe z avec 6 = 0,02 m et sans jeu pour une valeur choisie
de z =0,8 m.

A tous ces points, I'erreur maximale (due & un jeu 6 = 0,02 m) et la dextérité ont été
calculés pour une hauteur z = 0,8 et une hauteur z = 1,2. La figure 5.16 montre un
graphique de la dextérité tracé en fonction de 'erreur maximale lorsque z = 0,8. On
peut remarquer la méme tendance qu’a la figure 5.11 : la dextérité diminue alors que
I'erreur maximale augmente. A la figure 5.17, on peut voir que ’étendue des valeurs
de la dextérité ainsi que 1'étendue des valeurs de I'erreur maximale sont un peu moins
grandes qu’a la figure 5.16. Les différences entre les deux valeurs de z ne sont pas

énormes, mais elles sont présentes.

5.3 Manipulateur plan a trois DDL

La base fixe du 3-RPR plan est décrite par les trois vecteurs ry, ry et r3 présentés
dans le tableau 5.1. Ceux-ci sont exprimés en metres et selon le systeme d’axes fixe

et par rapport a l'origine de ce systeme. La plate-forme mobile est décrite par les
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trois vecteurs sgq, Sp2 et Spz aussi présentés dans le tableau. Ces derniers vecteurs sont
exprimés selon le systeme d’axes mobile attaché a la plate-forme mobile et par rapport
a l'origine de ce systeme, l'origine étant I’emplacement de l'organe terminal. Tous les

résultats présentés dans cette section sont ceux obtenus pour cette architecture.

base plate-forme

ri=[0 0] |spu=[-0,2 -0,2]"
ro=[1 0]"|[se=[02 0]
r3=[0 1]7|s3=[-0,1 03]

TAB. 5.1 — Architecture du 3-RPR plan.

Les premiers résultats présentés sont une étude des zones de singularités dues au jeu
dans les articulations rotoides passives. Suivra ensuite I’étude de I'erreur en position et

pour finir, la dégénérescence des propriétés cinématiques.

5.3.1 Zones des singularités

La figure 5.18 montre, pour une orientation choisie de 60°, I'effet de la grandeur du
jeu sur I'étendue de la zone des singularités. La plus petite zone (en jaune) correspond
a un jeu de 0,01 et la plus grande (en rouge) correspond a un jeu de 0,02 m. La courbe
des singularités (& = 0), une ellipse, est montrée en vert. Les arcs de cercle, en bleu,
sont les limites de I'espace de travail. A partir de cette figure, on peut constater qu'un
jeu d'une grandeur double n’a pas pour effet de doubler la superficie de la zone des

singularités.

Tel que dans le cas de l'orientation constante choisie de ¢ = 60°, la courbe des
singularités obtenue pour une orientation constante choisie de ¢ = —30" est elle aussi
une ellipse (voir figure 5.19). Par contre, la zone des singularités causée par un jeu de
0,01 est beaucoup plus étendue. Ce phénomene peut étre expliqué a ’aide de la figure
5.20. Cette figure montre comment évolue les singularités pres de ¢ = —30°, lorsque
I’on fait varier ¢. Si ¢ diminue, la courbe des singularités continue d’étre une ellipse, tel
que montré a la figure 5.20, lorsque ¢ = —40°. Entre les valeurs ¢ = —30" et ¢ = —25,
la courbe des singularités passe de la forme elliptique a la forme hyperbolique. De plus,
avec une variation supplémentaire de seulement 5° la courbe des singularités balaye une

surface assez grande.
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Fi1G. 5.18 — Courbe des singularités a une orientation constante de ¢ = 60" et la zone

des singularités avec 6 = 0,01 et 6 = 0,02 m.

Le méme phénomene se produit de 'autre coté de la transition elliptique-hyperboli-
que, dans la figure 5.21. A une orientation choisie de 20", la courbe des singularités est
une ellipse, mais la transition vers la forme hyperbolique est suffisamment rapprochée

pour influencer la forme de la zone des singularités due a un jeu de 0,02 m.

A lintérieur de Dintervalle de ¢ ot les courbes des singularités sont des hyperboles,
celles-ci dégénerent en deux lignes droites qui s’intersectent lorsque ¢ = 0°. La figure
5.22 montre les courbes des singularités lorsque ¢ = 0° (deux droites en vert) ainsi que
les courbes correspondant & des orientations constantes ¢ = —10° (en bleu) et ¢ = 10
(en rouge). Les courbes varient rapidement pour un changement d’orientation qui est
relativement faible. L’espace de travail exempt de singularités peut alors devenir tres
restreint lorsque 1’on considere le jeu dans les articulations et les zones des singularités
qui en résultent. L’espace de travail (limites en bleu) et les zones singulieres (en rouge)
sont tracés dans la figure 5.23. La zone singuliere est tres répandue en comparaison
avec les autres cas présentés précédemment. Il est donc préférable, dans la planification
d’une tache donnée, de choisir un intervalle d’orientations le plus loin possible de celles

correspondant a des changements brusques des courbes des singularités, pour une faible
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F1G. 5.19 — Courbe des singularités a une orientation constante de ¢ = —30° et la zone

des singularités avec 6 = 0,01 m.
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F1G. 5.20 — Courbe des singularités a des orientations constantes de ¢ = —40°, —30°,

—25" et —20°.
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Fic. 5.21 — Courbe des singularités a une orientation constante de ¢ = 20" et la zone

des singularités avec 6 = 0,02 m.

variation de ¢.

L’évolution de la forme des courbes des singularités n’est pas le seul facteur déter-
minant 1’étendue des zones singulieres ou la taille de I'espace d’incertitude du a ¢. La

forme des espaces d’incertitudes a aussi un effet.

5.3.2 Erreur de position et d’orientation

Deux orientations constantes ont été choisies pour présenter 'effet du jeu sur la
précision de positionnement du manipulateur. Les orientations ¢ = 0° et ¢ = 60" ont
été choisies puisqu’on connait déja leurs courbes des singularités et la forme de leurs
zones singulieres. Il y a un lien étroit entre 1’étendue de la zone singuliere et les pertes
de précision a différents endroits a I'intérieur de 1'espace de travail. Les figures 5.24 et
5.25 montrent les espaces d’incertitudes dus au jeu (en rouge) pour différentes positions
choisies (croix bleues) de 'organe terminal a l'orientation constante indiquée. Les arcs

de cercle, en bleu, sont les limites de l'espace de travail. Méme si une orientation
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Fia. 5.22 — Courbe des singularités a des orientations constantes de ¢ = —10°, 0" et
10°.
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FiG. 5.23 — Courbe des singularités a une orientation constante de ¢ = 0° et la zone

des singularités avec 6 = 0,02 m .
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constante est choisie, la variation possible de 'orientation est considérée lors de la
détermination des espaces d’incertitudes dans le plan xy. Ce sont donc des espaces

d’incertitude atteignables et non des espaces d’incertitude a orientation constante.

251 + + + +
Ca i T S A A
oL EA A S I T A B
A A I T T T T
O R e A T
1.5p O I T o T S O 2
+ F++++ o+ L T S A i 2
1k ++**+++m+++++++++
LR A A 4+ 4+ 4+
+ 4+ + 4+ o+ A I
505’ + 4+ 4+ 4+ + + o+ + o+ A+
> + 4+ 4+ 4+ R AR I S S S S S =
ok L S S S 'fl++(\+++++++
A+ AN ++ + + + 4
++++*++++*9~4 * + + + + F A
-05r L e S R T R I
I T e e e R SR S S R A
1+ B O e O e e S S S R I e A 4
LR e e T S SR SR e g
T T e S R S A e
-1.5r ¥+t + o+
Il Il Il Il Il Il Il Il

1
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3
x (m)

F1G. 5.24 — Espaces d’incertitudes a une orientation constante voulue de ¢ = 60° et un
jeu de 0,01 m.

De la méme facon, la variation possible d’orientation est significativement plus
grande lorsque la position choisie correspond a un point dans la zone singuliere. La
figure 5.26 montre la variation possible de I'orientation a différents points lorsque les
actionneurs sont immobiles et ce, pour une orientation constante choisie ¢=-30". La
courbe des singularités est montrée en vert et les arcs de cercle, en bleu, sont les limites

de I'espace de travail.

5.3.3 Dégradation de la dextérité et de la raideur

Les figures de cette section contiennent des courbes d’isodextérité et d’isoraideur
associées au manipulateur en absence de jeu aux articulations passives ainsi que ces

mémes courbes lorsque I’on considere le jeu (courbes plus épaisses). Il est donc possible
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F1G. 5.25 — Espaces d’incertitudes a une orientation constante voulue de ¢ = 0" et un
jeu de 0,01 m.

d’observer le déplacement des courbes. Ces trois figures contiennent aussi toutes les
courbes des singularités (lignes vertes épaisses). Ces dernieres représentent une dextérité

nulle.

La figure 5.27 montre la variation de la dextérité pour une orientation choisie de
¢ = 0" lorsque le jeu prend une valeur de 0,01 m. Les points faisant partie de la zone
des singularités ont une dextérité nulle. Les espaces les plus éloignées de la zone des
singularités ont des dextérités dépassant 0,1. La courbe d’isodextérité d’une valeur de
0,12 correspond au manipulateur n’ayant aucun jeu, par contre, cette isodextérité est
inexistante lorsque le jeu est considéré. On peut observer le méme genre de résultat a la
figure 5.28, ot 'orientation choisie est de ¢ = —30° et le jeu prend la méme valeur de 0,01
m. Lorsque le jeu est considéré, les limites des zones de plus haute dextérité diminuent,
méme jusqu’a disparaitre alors que les zones de plus faible dextérité s’étendent. Pour les
deux cas présentés, on peut constater certaines tendances. Les courbes d’isodextérités

plus faibles subissent de plus grands déplacements que les isodextérités plus élevées.

La figure 5.29 montre la capacité du manipulateur a appliquer un moment ou a

résister a un moment autour de I’axe z (perpendiculaire au plan du manipulateur).
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Fi1G. 5.26 — Variation possible de ¢ pour une orientation constante souhaitée de ¢ =
—30" et un jeu de 0,01 m.

L’orientation constante choisie est de ¢ = —30" et le jeu prend une valeur de 0,01 m.
On a donné une raideur unitaire a chacune des pattes. L’ellipse verte est la courbe des

singularités.

5.3.4 Comparaison de la distribution de ’erreur et de la

dextérité

Un total de trois espaces de travail a orientation constante du manipulateur 3-
RPR ont été discrétisés a des intervalles de 0,01 m (selon les axes x et y). Ils sont
représentés a la figure 5.30. Dans chaque espace de travail, deux boites ont été définies.
La premiere, ayant les mémes dimensions pour les trois orientations constantes, contient
les articulations fixes du manipulateur et des singularités (courbes vertes, plus épaisses).
Les boites identifiées par un numéro deux ne contiennent pas de singularités et si

possible, des dextérités élevées (courbes d’isodextérité rouges et/ou jaunes). A tous ces
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F1a. 5.27 — Dextérité a une orientation constante choisie ¢ = 0° sans jeu et avec un jeu
de 0,01 m.
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F1G. 5.28 — Dextérité a une orientation constante choisie ¢ = -30" sans jeu et avec un
jeu de 0,01 m.
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F1G. 5.29 — Dégradation de la raideur selon 1’axe y a une orientation constante choisie

¢ = -30" sans jeu et avec un jeu de 0,01 m.

points, l'erreur maximale en position et 'erreur maximale en orientation (due a un
jeu 6 = 0,01 m) et la dextérité ont été calculés. Les figures 5.31 a 5.33 montrent des
graphiques de la dextérité tracée en fonction de I’erreur maximale aux trois orientations
constantes choisies. Dans chaque figure, les résultats obtenus pour les boites 1 et 2 de la
figure 5.30 sont identifiés par (a) et (b), respectivement. A chaque paire de graphiques
(deux paires par figure), celui ayant I’erreur maximale en position a I’abscisse est montré
en premier et celui qui a 'erreur maximale en orientation a I’abscisse suit. Sur un total
de douze graphiques, il y en a deux qui ne démontrent pas du tout la méme tendance
que les autres : le ler de la figure 5.32b et le ler de la figure 5.33b. Dans tous les cas, les
erreurs maximales sont plus faibles dans les boites 2, ou les singularités sont absentes,

ce qui était prévu.
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F1G. 5.30 — Les boites discrétisées dans les espaces de travail a orientation constante.
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FiG. 5.31 — Dextérité en fonction de I'erreur maximale lorsque ¢ = —30" et 6 = 0,01
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F1G. 5.32 — Dextérité en fonction de ’erreur maximale lorsque ¢ = 0°
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F1G. 5.33 — Dextérité en fonction de 'erreur maximale lorsque ¢ = 60° et § = 0,01



base plate-forme

rn=[-1 0 —1]"|spu=[-0,2 —-0,2 0]F
rp=[0 0 —1]" |se=[0,2 0 0]
r3=[-1 1 —1]T|s3=[-0,1 0,3 0]

TAB. 5.2 — Architecture du 3-SPS sphérique.

5.4 Manipulateur sphérique a trois DDL

La base fixe est décrite par les trois vecteurs ry, ro et r3 présentés dans le tableau 5.2.
Ceux-ci sont exprimés selon le systeme d’axes fixe. La plate-forme mobile est décrite
par les trois vecteurs sy, Sg2 et So3 aussi présentés dans le tableau. Ces derniers vecteurs
sont exprimés selon le systeme d’axes mobile attaché a la plate-forme mobile. L’origine
du systeme d’axes mobile est fixe, a une hauteur h = 1, perpendiculaire au plan de la
base fixe. Tous les résultats présentés dans cette section sont ceux obtenus pour cette

architecture.

Les résultats obtenus pour ce manipulateur présentent premierement une étude
de l'erreur en orientation due au jeu dans les articulations passives. Suivra ensuite
une étude des zones des singularités et pour finir, la dégénérescence des propriétés

cinématiques.

5.4.1 FErreur d’orientation

Les figures 5.34 et 5.35 montrent, pour quatre torsions constantes choisies, les es-
paces d’incertitudes ainsi que les variations possibles de la torsion dus au jeu et a la
flexibilité. Les courbes des singularités sont montrées en vert (courbes épaisses). La
suite 0 =07, 0 = 15", 0 = 30" et ¢ = 60" permet de voir une évolution de la variation
possible selon I'orientation choisie, pour des valeurs croissantes de la torsion. Pour cha-
cune des valeurs de o, les espaces d’incertitudes ont été tracés pour la méme série de

valeurs choisies de ¢ et de 6.

Afin de bien comparer la taille d'un espace d’incertitude avec un autre (a l'oeil), il

faut tenir compte de la différence d’inclinaison entre les deux. Pour une méme variation
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selon 'azimuth, un espace paraitra plus étendu s’il se trouve a une inclinaison plus
grande; il faut donc comparer 'angle parcouru par un arc variant de la plus petite

valeur de 'azimuth jusqu’a la plus grande valeur de ’azimuth.

Dans tous les cas, la valeur combinée du jeu et de la flexibilité est de 0,01 (6 = 0,01
m). Les courbes des singularités sont incluses dans chaque figure afin de montrer le lien
entre I’étendue des erreurs possibles et la proximité des singularités. Il serait trompeur
de regarder seulement la taille des espaces d’incertitudes, ou seulement la variation
possible de la torsion o, lorsque 1'on veut étudier la variation de I'erreur possible en
orientation selon la proximité des courbes des singularités. La plage de mouvement
possible, en trois dimensions, due au jeu et a la flexibilité peut étre plus importante
dans une direction (o ¢ ou @), dans deux directions ou étre distribuée a peu pres

également en torsion et en inclinaison.

Pour le cas de 0 = 07, les espaces d’incertitudes sont, en général, tous plus grands
pres des courbes singulieres. L’erreur possible selon ¢ n’est pas plus élevée autour de
la courbe singuliere, particulierement pour 'azimuth ¢ = —180°. Par contre, 1’étendue

des espaces d’incertitudes de la figure précédente est plus prononcée.

La suite des figures montre, en s’éloignant de ¢ = 0°, que la taille des espaces
d’incertitudes diminue, surtout dans l'intervalle —90° < ¢ < 0°. En réduisant la valeur
de I'inclinaison (6), on peut augmenter I'intervalle de ¢ ot une diminution de I'erreur est
observée. L’erreur en torsion suit la méme tendance. Dans le méme intervalle, I’espace

@0 ou l'erreur possible en torsion est inférieur a 20° prend de plus en plus d’ampleur.

5.4.2 Zones des singularités

La forme des courbes des singularités varie rapidement entre ¢ = 0" et ¢ = 15 et
plus progressivement par apres, en allant vers ¢ = 60°. Comme chez les autres archi-
tectures vues dans les sections précédentes, les variations plus rapides des courbes des
singularités se traduisent par les zones singulieres plus étendues. La figure 5.36 montre
les courbes des singularités pour les quatre torsions présentées, lorsque l'inclinaison
(représenté par le rayon) varie de § = 0° & 0 = 180°. La plus grande différence entre

deux valeurs consécutives de torsion constante est visiblement entre o = 0° et 0 = 15,
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FiG. 5.34 — Espaces d’incertitudes et courbes des singularités pour § = 0, 01.
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F1G. 5.35 — Variation totale possible de ¢ et courbes des singularités pour § = 0, 01.
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pour l'intervalle d’inclinaison, #, allant jusqu’a pres de 100°.

180

270

F1G. 5.36 — Courbes des singularités aux torsions constantes : 0°, 15°, 30" et 60°.

Les figures 5.37 a 5.39 montrent des résultats pour une inclinaison # < 100°. La
figure 5.37 contient les quatre zones singulieres (en rouge) qui correspondent aux mémes
valeurs de o. Les courbes des singularités sont montrées en vert. La zone singuliere est
tres répandue pour ¢ = 0° et commence a diminuer pour ¢ = 15°. L’étendue de la
zone singuliere est plus petite et semblable pour ¢ = 30" et ¢ = 60°. On pourrait
s’attendre a ce que la zone singuliere regagne du territoire pour une torsion plus élevée,
dans l'intervalle —90" < ¢ < 0°, pour une inclinaison 6 pres de 100° et un azimuth ¢
variant de 0° & 90°. C’est ce qu’indique la figure 5.36 ; la courbe en rouge a tendance a

se resserrer et diminuer 1’espace utile.
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F1G. 5.37 — Zones singulieres et courbes des singularités pour 6 = 0, 01.
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5.4.3 Deégradation de la dextérité et de la raideur

La figure 5.38 montre pour une torsion croissante (o = 0°,15°,30° et 60°), des es-
paces ayant une dextérité de plus en plus élevée. La dextérité dépasse 0,2 pour o = 0°,
dépasse 0,3 pour o = 157, dépasse 0,4 pour o = 30" et dépasse 0,5 pour o = 60°. Ces
figures comprennent la dextérité sans jeu ni flexibilité, la dextérité lorsque 6 = 0,01 m

(courbes plus épaisses) et les courbes des singularités (en vert).

90

100

270

(d) o = 60°

F1G. 5.38 — Variation de la dextérité pour 6 = 0,01 et courbes des singularités.



La figure 5.39 montre la distribution de la raideur autour de l'axe z, pour o = 15°
et ¢ = 607, sans jeu ni flexibilité, avec 6 = 0,01 m (courbes plus épaisses), ainsi que
les courbes des singularités (en vert gras). A une torsion constante de 60°, la raideur
dépasse 0.03 Nm/rad dans la plupart de 'espace de travail et dépasse 0.04 Nm/rad dans
une grande partie de ’espace, centré a une inclinaison de 0°. Les résultats sont moins
bons a une torsion constante de 15°. La plupart de I’espace de travail a une raideur de
moins de 0.03 Nm/rad.

180

270 270

(a) o =15 (b) o =60°

Fic. 5.39 — Variation de la raideur autour de l'axe z pour 6 = 0,01 et courbes des

singularités.

5.4.4 Comparaison de la distribution de ’erreur et de la

dextérité

L’espace de travail a quatre torsions constantes o = 0°, 15", 30" et 60° a été discrétisé

de la fagon suivante pour un total de 240 points :

¢=0:15:345"

. (5.5)
6 =10:10:100
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A tous ces points, erreur maximale (due & § = 0,01 m) et la dextérité ont été calculés.
Dans le cas ou une dextérité nulle était calculée, le point en question était enlevé. Les
graphiques de la dextérité en fonction de I'erreur maximale sont a la figure 5.40. Les
quatre graphiques ont la méme échelle variant de 0 a 0,6 pour la dextérité. Les deux
dernieres courbes ont a la fois une meilleure dextérité, en général et une erreur plus
faible. Toutes les courbes de tendance indiquent une augmentation de I’erreur maximale
pour une plus faible dextérité. La tendance est plus prononcée pour o = 30° et 0 = 607,

correspondant a des dextérités moyennes plus élevées.

5.5 Sommaire

Pour quatre architectures distinctes, 'effet d’une valeur combinée du jeu et de la

flexibilité, §, sur les propriétés des manipulateurs a été évalué.

La valeur de 6 semble avoir une influence plus proportionnelle sur les dégénérescen-
ces possibles des propriétés cinématiques que sur I’étendue des zones singulieres. Pour
le manipulateur a deux DDL, la zone singuliére associée a cinq différentes valeurs de ¢
a été tracée. Pour voir la zone doubler en superficie, il faut passer (approximativement)
ded =0,001a0 =0,005mouded =0,005ad=0,02m. Pour le méme manipulateur,
le jeu a été doublé en passant de 6 = 0,02 & 6 = 0,04 m. La perte de raideur due a

chacune de ces valeurs a été calculée et elle avait a peu pres doublé.

La zone singuliere associée aux valeurs 6 = 0,01 et 6 = 0,02 m a été tracée sur un
espace a orientation constante du 3-RPR plan. Bien que § ait doublé, la zone singuliere

n’a pas pris beaucoup d’expansion.

La sensibilité au jeu et a la flexibilité est variable a I'intérieur de ’espace de travail.
Des causes de dégradations plus prononcées des propriétés cinématiques a certains
endroits de I'espace de travail ont été identifiées. De facon générale, lorsqu’une valeur
non-nulle de § est introduite, les courbes d’isodextérité et les courbes d’isoraideur se
déplacent peu si elles ont une valeur élevée et se déplacent davantage pour des valeurs
plus faibles. La dégradation des propriétés cinématiques est plus marquée si celles-ci
sont déja faibles. De plus, les espaces d’incertitudes (et donc les erreurs) sont plus

grands s’ils se trouvent a l'intérieur des zones singulieres.
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F1G. 5.40 — Dextérité en fonction de I’erreur maximale pour le manipulateur sphérique.



Un résultat intéressant pour les manipulateurs 3-RPR plan et 3-SPS sphérique est
I'influence tres marquée de la forme de la surface singuliere en 3D sur I’étendue de la
zone singuliere a une orientation ¢ (3-RPR) ou une torsion ¢ (3-SPS) constante. Des
courbes singulieres qui varient tres rapidement pour une petite variation de I'orientation
ou de la torsion vont engendrer des zones singulieres tres étendues. Pour le cas du 3-
RPR plan, ce sont les transitions ellipse-hyperboles et hyperboles-ellipse dont il faut
s’éloigner. Le cas ¢ = 0° ou les courbes des singularités sont deux lignes droites doit
absolument étre évité puisque presque tout ’espace de travail utile disparait pour se

transformer en zone singuliere.

A la fin de chaque section se trouve une comparaison de la dextérité et de 'erreur
maximale. Dans aucun cas ne peut-on affirmer qu'une mesure locale de la dextérité
suffit a prédire l'erreur locale associée. L’erreur due a un espace d’incertitude n’est
pas inversement proportionnelle a la dextérité et peut méme étre plus faible dans une
position de dextérité moindre. Il existe une tendance, tres nette dans certains cas, d’une
augmentation de l'erreur pour une diminution de la dextérité. Quelques courbes n’ont

pas de tendance.

Au chapitre suivant, les mémes types de résultats sont présentés, mais la nature
différente des manipulateurs ayant des chaines cinématiques de type RRR rend I’analyse

des résultats un peu différente.
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Chapitre 6

Résultats pour des manipulateurs
avec articulations rotoides

actionnées

Contrairement aux manipulateurs ayant des chaines de type RPR ou de type SPS,
la taille de I'espace de travail des manipulateurs comprenant des articulations rotoides
actionnées, déterminé par la longueur des membrures, est reliée aux propriétés cinéma-
tiques, ainsi qu’a lerreur de positionnement. L’espace de travail (2-RRR) ou 'espace

de travail a orientation constante (3-RRR) sera donc inclus dans toutes les figures.

Ce chapitre contient une étude de I'erreur de positionnement (2-RRR et 3-RRR) et
d’orientation (3-RRR) de l'organe terminal, 'obtention de la distribution des espaces

d’incertitudes qui existent en raison du jeu et de la flexibilité, I'obtention des zones des
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singularités et la dégradation possible des propriétés cinématiques, selon les méthodes
présentées au chapitre 4. De plus, une comparaison de l'erreur (position et orientation)

et des propriétés cinématiques est présentée.

6.1 Manipulateur plan a deux DDL

Le manipulateur qui sert d’exemple pour les résultats qui suivent est fixé a sa base,
sur axe z, a0et a1l (rp = [0 0]T et ro = [1 0]7), ou les dimensions sont
données en metres. Le chapitre 3 a montré les quatre solutions au PGI du 2-RRR. La
solution avec coudes vers I'extérieur et la solution avec coudes vers I'intérieur donnent
des résultats qui sont des copies miroir 'une de 'autre par rapport a 'axe x. Des
résultats seront présentés pour la solution avec coudes vers 'extérieur et cette solution
sera nommée la solution 1 dans ce qui suit. La solution avec coudes vers la gauche et
celle avec coudes vers la droite donnent des résultats tres semblables. La solution avec
coudes vers la droite correspond a la solution 2 dans ce qui suit. A moins d’indication
contraire :

— le jeu et la flexibilité dans les membrures distales (tension/compression) prennent

une valeur combinée § = 0,02 m;
— la variation de I'angle des articulations actionnées, une fois immobilisées, est de
40,01 radian, selon le modele présenté pour la flexion de tiges encastrées.
Ces valeurs sont utiles pour 'obtention de I'espace d’incertitude. Puisqu’on ne connait
pas les torseurs appliqués, on prend les valeurs extrémes des déplacements (voir la fin

de la sous-section 4.3.2 et la section 4.4).

La figure 6.1 montre, pour la solution 1, une distribution des espaces d’incertitudes
dus au jeu et a la flexibilité (en rouge) dans I'espace de travail (arcs de cercle bleus).
Les dimensions choisies des membrures donnent un manipulateur qui aura, en général,
de faibles erreurs de positionnement. Les dimensions en metres sont données dans le
tableau 6.1.

Dans la figure 6.1, la courbe des singularités (courbes en vert gras) a été ajoutée,
ainsi que le manipulateur a une position choisie. On peut constater, a ’aide de la
figure, que le manipulateur atteindra les limites internes de son espace atteignable

avant que ses membrures distales soient alignées. C’est ce qui explique qu’il existe peu
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Membrures proximales

Ly =1,0 Ly=1,2
Membrures distales

Ls=1,7 Ly=1,7

TAB. 6.1 — Architecture du 2-RRR, solution 1.

de configurations singulieres possibles avec les dimensions choisies.

y (m)

x (m)

Fic. 6.1 — Espaces d’incertitudes dus au jeu et a la flexibilité : solution 1.

La figure 6.2 montre, pour la solution 2, une distribution des espaces d’incertitudes
dus au jeu et a la flexibilité. Dans le cas de la solution 2, toutes les dimensions qu’il
serait possible de choisir donnent des courbes des singularités semblables et des zones
ou l'espace d’incertitude du au jeu et a la flexibilité est considérable. Les singularités
sont toujours constituées de deux ou trois courbes qui divisent I'espace de travail en
deux moitiés (qui sont égales si les deux pattes sont identiques). La figure 6.3 contient

six exemples de manipulateurs avec chacun son espace de travail, ses courbes des singu-
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F1G. 6.2 — Espaces d’incertitudes dus au jeu et a la flexibilité : solution 2.

larités (en vert), un espace d’incertitude et le manipulateur dans la configuration cor-
respondante. L’allure générale des courbes est toujours la méme. Sur les deux courbes
des singularités identiques, les membrures distales sont repliées I'une sur 'autre. Les

espaces d’incertitudes associées a ces positions sont toujours grands.

Les dimensions choisies sont données en metres dans le tableau 6.2.

Membrures proximales

Ly=1,7 Lo=1,7
Membrures distales

L3;=1,0 Ly=1,2

TAB. 6.2 — Architecture du 2-RRR, solution 2.
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y (m)

y (m)

y (m)

2 2
1
0 E o
>
-1
_2 _2
-4 -2 0 2 4 -2 0 2 4
x (m) X (m)
2 2
1 1
0 E o
>
_1 _1
_2 _2
-2 0 2 4 -2 0 2 4
x (m) X (m)
2 2
1 1
0 E o
>
-1 -1
-2 -2
-2 0 2 4 -2 0 2 4
x (m) X (m)

F1G. 6.3 — Courbes des singularités pour la solution 2.
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Lorsque les deux coudes du manipulateur pointent du méme coté, il y aura toujours
une courbe de singularités pour y > 0 et une autre pour y < 0 (approximativement)

qui correspond aux deux membrures distales repliées I'une sur 1'autre.

L’erreur de positionnement, la variation de la dextérité et la variation de la raideur
qui résultent des jeux aux articulations et de la flexibilité sont présentées dans les

sous-sections suivantes.

6.1.1 Erreur de position

Avec les actionneurs immobiles, le mouvement possible selon les axes = et y est
identifié pour les solutions 1 et 2 précédentes, avec les dimensions présentées pour

chacun.

Pour la solution 1, la figure 6.4 présente le mouvement possible selon les axes x
et y, respectivement. Les arcs de cercle bleus sont les limites de l'espace de travail.
Puisque les erreurs importantes sont tres localisées, seulement une partie de I'espace
de travail est montrée. Dans 'espace de travail qui n’est pas montré, 'erreur se situe
partout en-dessous de la valeur de 0,5 m. Les déplacements les plus grands sont de
I'ordre de 3 m dans les deux figures. Un tel déplacement peut sembler invraisemblable,
mais correspond bien a la réalité. La figure 6.5 explique la situation. Elle contient le
manipulateur dessiné & la position p = [0,6 — 0,72]7 m et I'espace d’incertitude.
Puisque les membrures distales ont les mémes dimensions, certains points de 'espace
de travail (les singularités) permettent aux articulations passives d’étre superposées et
donc aux membrures distales de faire un tour complet. En évitant ces petites zones

dangereuses, on obtient un grand espace exempt de singularités.

La méme échelle que celle employée dans la figure 6.4 a été utilisée pour présenter
les mouvements possibles de la solution 2. Les résultats sont montrés a la figure 6.6.
Trois niveaux d’erreur sont tracés : 0,5, 1,0 et 1,5 m. Les zones ou les mouvements
possibles sont supérieurs a 0,5 m sont plus étendues que dans le cas de la solution 1.
Par contre, les plus grands mouvements enregistrés pour la solution 2 sont inférieurs a
ceux obtenus pour la solution 1. Ces mouvements selon les axes x et y sont inférieurs

a2 m.
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3
25
2
15
1
0.5
x (m)
(a) selon laxe x
3
-0.5
25
-1
-2
E
> -15
115
-2
1
-2.5
0.5
X (m) . .

(b) selon l'axe y

F1G. 6.4 — Mouvement possible de l'organe terminal : solution 1.
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251

151

y (m)

0.5

T

F1a. 6.5 — Manipulateur a un point choisi de ’espace de travail et ’espace d’incertitude

correspondant : solution 1.
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y (m)

x (m)

(a) selon laxe x

y (m)

X (m)

(b) selon l'axe y

F1G. 6.6 — Mouvement possible de I'organe terminal : solution 2.



6.1.2 Zones des singularités et dextérité

Il y a un lien entre la taille et la forme des espaces d’incertitudes présentés précédem-
ment, surtout pres des courbes des singularités et la forme des zones des singularités.
Les figures 6.7a et 6.7b montrent les zones des singularités (ainsi que la courbe des
singularités en vert) pour les solutions 1 et 2, respectivement. Les arcs de cercle bleus
sont les limites de I’espace de travail. Dans le cas de la solution 1, la zone des singularités
est assez restreinte. Ce résultat aurait pu étre prédit a ’aide de la figure 6.1. Pres de
la courbe des singularités, les espaces d’incertitudes ont une forme allongée qui sont
a peu pres paralleles a la courbe des singularités. Le mouvement permis par le jeu
et la flexibilité n’a donc pas tendance a rapprocher le mécanisme d’une configuration
singuliere. Les zones des singularités pour la solution 2 sont plus étendues. La figure
6.2 montre des espaces d’incertitudes allongés moins paralleles, en général, aux courbes

des singularités.

La solution 1 donne un mécanisme ayant une tres bonne dextérité, surtout dans la
moitié supérieure de son espace de travail. Comme on peut le voir dans la figure 6.8,
une tres grande proportion de ’espace de travail a une dextérité supérieure a 0,5, méme
lorsque I'on considere le jeu et la flexibilité (courbes plus épaisses). Une petite partie
de I'espace de travail a une dextérité supérieure a 0,9. Les isodextérités ne bougent pas

beaucoup lorsque le jeu et la flexibilité sont considérés.

La solution 2 n’a pas le méme comportement. Quelques petites parties de I'espace
de travail ont une dextérité supérieure a 0,5 et aucune partie de I'espace de travail a
une dextérité supérieure a 0,9 lorsque l'on considere le jeu et la flexibilité. De plus, la
dégradation de la dextérité est plus marquée pour la solution 2 que pour la solution 1 :

les isodextérités ont un déplacement plus grand.

6.1.3 Dégradation de la raideur

Dans cette sous-section, les courbes qui représentent les résultats sujets au jeu et
a la flexibilité sont plus épaisses. Dans les figures 6.9a), 6.9b) et 6.10b), les courbes
des singularités sont tracées en vert (gras) et dans la figure 6.10a), elles sont tracées

en rouge (puisqu’il s’y trouve déja du vert). Les arcs de cercle bleus sont les limites de
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257

15¢

y (m)
Q

X (m)

(a) solution 1

y (m)

x (m)

(b) solution 2

F1G. 6.7 — Zones singulieres et courbe des singularités.
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y (m)

x (m)

(a) solution 1

y (m)

X (m)

(b) solution 2

F1a. 6.8 — Dextérité avec et sans le jeu et la flexibilité et les courbes des singularités.



I’espace de travail.

La figure 6.9 montre la distribution de la raideur selon I'axe x, pour les solutions 1
et 2, respectivement. La solution 1 est clairement meilleure que la solution 2. Environ
la moitié de son espace de travail correspond a une raideur supérieure a 0,9 N/m,
la presque totalité correspond a une raideur supérieure a 0,6 N/m et les courbes se

déplacent moins qu’a la solution 2 sous l'effet du jeu et de la flexibilité.

La figure 6.10 montre la distribution de la raideur selon I’axe y pour les solutions
1 et 2, respectivement. La solution 1 est encore une fois supérieure. Pour la solution 2,
treés peu de I'espace de travail correspond a une raideur de plus de 0,6 N/m, alors que
la plupart de l'espace de travail de la solution 1 a une raideur d’au moins 0,6 N/m. En

général, les courbes d’isoraideur se déplacent moins pour la solution 1.

6.1.4 Comparaison de la distribution de ’erreur et de la

dextérité

Deux boites exemptes de singularités pour les solutions 1 et 2 ont été discrétisées
avec un intervalle de 0,01 m (selon les axes = et y). Les boites sont montrées a la figure
6.11 qui comprend les courbes d’isodextérités, les courbes des singularités (en vert gras)

ainsi que les limites de l'espace de travail (arcs de cercle bleus).

A tous ces points, erreur maximale (due a un jeu § = 0,02 m) et la dextérité ont
été calculés. La figure 6.12 montre les graphiques de la dextérité tracée en fonction de
I’erreur maximale. La tendance est claire pour chaque graphique : la dextérité moyenne

d’un intervalle diminue alors que son erreur maximale moyenne augmente.

6.2 Manipulateur plan a trois DDL

La base fixe du 3-RRR plan est décrite par les trois vecteurs ry, ro et rs présentés
dans le tableau 6.3. Ceux-ci sont exprimés en metres et selon le systeme d’axes fixe

et par rapport a l'origine de ce systeme. La plate-forme mobile est décrite par les
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y (m)
<

X (m)

(a) solution 1

x (m)
(b) solution 2

F1G. 6.9 — Raideur selon I'axe x avec et sans le jeu et la flexibilité.
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X (m)

(a) solution 1

y (m)
=

x (m)
(b) solution 2

F1G. 6.10 — Raideur selon I'axe y avec et sans le jeu et la flexibilité.



y (m)
y (m)

X (M) X (m)

(a) solution 1 (b) solution 2

F1aG. 6.11 — Les boites discrétisées dans chaque espace de travail.

trois vecteurs spi, Sg2 et Sp3 aussi présentés dans le tableau. Ces derniers vecteurs sont
exprimés en metres et par rapport au systeme d’axes mobile attaché a la plate-forme,
l'origine étant ’emplacement de l'organe terminal. Tous les résultats présentés dans
cette section sont ceux obtenus pour cette architecture. Les membrures proximales ont

toutes une longueur de 1,5 m et les membrures distales ont toutes une longueur de 1,2

m.

base plate-forme

r1=[0 0]' |su=[-0,2 —02]"
rn=[1 0] se=10,2 —0,2]"
r3=[0,3 1]7|ss=[0 0,2]"

TAB. 6.3 — Architecture du 3-RRR plan.

Il existe un total de huit solutions au PGI. Toutefois, certaines d’entre elles se res-
semblent et il n’est pas nécessaire de les étudier toutes. Chacune des trois pattes a deux
solutions. Si I'angle 0 entre les deux membrures (distale et proximale) est de 0° lorsque
celles-ci sont alignées et dépliées, les deux solutions au PGI sont : § < 0" et 8 > 0°. Si
les résultats obtenus pour 6; gisisre < 0° pour 7 = 1,2, 3 et les résultats obtenus pour

0; distate > 0" pour ¢ = 1,2, 3 sont comparés, on constate qu’ils sont une copie miroir
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F1G. 6.12 — Dextérité en

plan.

Dextérité

Dextérité

Dextérité

Dextérité

0.2

0.05 0.055 0.06
Erreur maximale (m)

(a) solution 1, boite 1

0.8

0.6

0.075 0.08

0.085 0.09 0.095 0.1 0.105 0.11
Erreur maximale (m)

(b) solution 1, boite 2

0.115 0.12

0.8

0.6

0.4

0.2

0.15 0.2 0.25

Erreur maximale (m)

(c) solution 2, boite 1

0.3

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0.04

0.06 O.

08 01 012 014 016 018 0.2

Erreur maximale (m)

(d) solution 2, boite 2

0.22

fonction de I'erreur maximale pour le manipulateur 2-RRR
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I'une de l'autre, tel que montré a la figure 6.13. Par le terme résultat, on entend :
courbes des singularités, zones singulieres, précision de la position, dégradation des
propriétés cinématiques, etc... tous pour une orientation constante choisie du manipu-

lateur. Dans la figure 6.13, on peut voir ’espace de travail a une orientation constante

[N
=

E E
>0 >0
-1 -1
-2 -2
-1 0 1 2 -1 0 1 2
x (m) x (m)

Fi1c. 6.13 — Espace de travail, courbes des singularités et manipulateur pour deux

solutions au PGI.

de 0, les courbes des singularités et le manipulateur a la position (z,y) = (0, 1,5). Les
courbes des singularités sont exactement des copies miroir parce que le manipulateur
est symétrique. Sa base fixe et sa plate-forme mobile sont des triangles équilatéraux et
les trois pattes sont identiques. Si un manipulateur n’est pas tout a fait symétrique, les
courbes ne seront pas exactement symétriques. Pour les dimensions données au tableau
6.3, le manipulateur n’est pas symétrique, mais suffisamment pour que les résultats se

ressemblent.

Les six autres solutions au PGI sont équivalentes si un manipulateur est symétrique
et sont de plus en plus semblables si un manipulateur se rapproche de la symétrie.
Pour ces solutions, il y a toujours une patte qui n’a pas la méme solution que les
deux autres. Les résultats obtenus avec ces solutions ont subit une rotation de 120° ou
240" dans le plan zy et peuvent aussi étre des copies miroir ayant subit une rotation
de 0°, 120" ou 240°. La figure 6.14 montre les six solutions : espace de travail a une

orientation constante de 0°, la courbe des singularités et le manipulateur a la position
(z,y) = (0, 1,5).
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2 2
E £
-1 -1
) -2
-2 0 2 -2 0 2
x (M) x (m)
2 2
£ £
> 0 > 0
-1 -1
) -2
-2 0 2 -2 0 2
X (m) x (m)
2 2
E E
> 0 > 0
-1 -1
) -2
-2 0 2 -2 0 2
X (m) x (m)

Fi1G. 6.14 — Espace de travail, courbes des singularités et manipulateur pour six solutions
au PGIL.



Les résultats présentés dans ce qui suit correspondent tous a deux orientations
constantes choisies : ¢ = 0° et ¢ = —60°. Ces deux orientations donnent des résultats
tres opposés. Le jeu dans les articulations rotoides passives et les déformations longitu-
dinales dans les membrures distales prennent une valeur totale de 0,01 ou 0,02 (selon
ce qui est indiqué) et la flexion dans les membrures proximales est modélisée par le
déplacement angulaire maximal de +0,01 radian (une fois les articulations immobi-

lisées). Les deux solutions au PGI choisies sont :

1. el,distaley 92,distale et ‘93,distale Z 0
2. Hl,distale et 92,distale Z 0 ; 93,distale S 0

Il y aura premierement une étude sur le mouvement permis par le jeu et la flexibilité :
les erreurs de positionnement et d’orientation occasionnées par ceux-ci. Suivra ensuite
une présentation des zones singulieres obtenues et enfin I’étude de la dégradation de la

dextérité et de la raideur.

6.2.1 FErreur de position et d’orientation

Les figures 6.15 et 6.16 montrent les espaces d’incertitudes dus au jeu et a la flexibi-
lité (en rouge) pour différentes positions choisies de I'organe terminal (croix bleues), aux
deux orientations constantes choisies (¢ = 0" et ¢ = —60"), pour la solution 1. Les arcs
de cercle bleus sont les limites de ’espace de travail. Les deux figures suivantes : 6.17 et
6.18 montrent les espaces d’incertitudes aux deux mémes orientations constantes, pour
la solution 2. Dans ces quatre cas, la valeur combinée de ¢ (jeu et flexibilité) est de 0,02

m.

Les figures 6.19 et 6.20 montrent la variation possible de 1'orientation lorsque les
actionneurs sont immobilisés et ce, pour les mémes orientations constantes choisies
(¢p =0" et ¢ = —60"), pour la solution 1. ¢ prend également une valeur de 0,02 m ici.
Les valeurs sont grandes, mais elles représentent la variation totale possible de ¢ et
non l'erreur possible sur ¢. Un point de l’espace de travail a I'orientation constante de
0" a été choisi pour tracer I'espace d’incertitude dans le plan x¢. Selon la figure 6.19,
I'espace d’incertitude au point (z,y) = (0, -1,7) devrait avoir une variation totale de

presque 457, ce qui est démontré sur la figure 6.21.
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y (m)

y (m)

F1G. 6.16 — Espaces d’incertitudes pour ¢ = —60°, avec 6 = 0,02 m : solution 1.
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y (m)

y (m)

F1G. 6.18 — Espaces d’incertitudes pour ¢ = —60°, avec 6 = 0,02 m : solution 2.
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X (m)

F1G. 6.19 — Variation possible de ¢ pour ¢ = 0", avec 6 = 0,02 m : solution 1.

25F

1.5}

0.5r

y (m)

F1G. 6.20 — Variation possible de ¢ pour ¢ = —60°, avec 6 = 0,02 m : solution 1.
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F1G. 6.21 — L’espace d’incertitude correspondant au point (z,y) = (0, -1,7),¢ =0

6.2.2 Zones des singularités

Les figures 6.22 et 6.23 montrent, pour des orientations choisies de -60° et de 0°,
respectivement, et la solution 1, I'effet de la grandeur du jeu sur I’étendue de la zone des
singularités. Les plus petites zones (en jaune) correspondent a un jeu de 0,01 m et les
plus grandes (en rouge) correspondent a un jeu de 0,02 m. Les courbes des singularités
sont montrées en vert. Les arcs de cercle bleus sont les limites de ’espace de travail. A
partir de ces figures, on peut constater qu’'un jeu d’une grandeur double n’a pas pour
effet de doubler la superficie de la zone des singularités. Il est méme surprenant de
voir la similitude de la taille des zones. Certaines orientations constantes choisies sont
plus vulnérables que d’autres aux effets du jeu et de la flexibilité. L’espace de travail
a orientation constante ¢ = —60° est utilisable, en majorité, mais il faut surveiller le

coin supérieur gauche. Par contraste, la partie utile de I'espace de travail a orientation
constante ¢ = 0 est presqu’entierement disparue.

Ce qui est vrai pour une solution au PGI ne l'est pas nécessairement pour une
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y (m)

x (m)

F1G. 6.22 — Courbe des singularités a ¢ = —60° et la zone des singularités avec o = 0, 01

m et 0 = 0,02 m : solution 1.

autre. Si ¢’était le cas, on pourrait s’attendre a ce que la solution 2 donne des résultats
comparables a ceux présentés pour la solution 1 et que la zone des singularités pour
¢ = —60° soit considérablement plus petite que la zone des singularités pour ¢ = 0°. Les
figures 6.24 et 6.25 montrent les zones singulieres lorsque le jeu est de 0,01 m, pour les
meémes orientations : ¢ = —60° et ¢ = 0, respectivement. On observe, pour la solution

2, que I'étendue des zones est comparable dans ces deux cas.

6.2.3 Dégradation de la dextérité et de la raideur

Les figures de cette section contiennent des courbes associées aux caractéristiques
du manipulateur dans le cas idéal, ainsi que les courbes correspondant aux meémes
caractéristiques lorsque 1'on considere le jeu et la flexibilité (courbes plus épaisses). Il
est donc possible d’observer le déplacement des courbes. Ces figures contiennent aussi
toutes les courbes des singularités (en vert). Les arcs de cercle bleus sont les limites

de l'espace de travail. Les espaces faisant partie de la zone des singularités ont une
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y (m)

x (m)

Fi1G. 6.23 — Courbe des singularités a ¢ = 0° et la zone des singularités avec 6 = 0,01

m et 0 = 0,02 m : solution 1.

dextérité et une raideur nulles.

La solution considérée est la solution 1. Les deux premieres figures, 6.26 et 6.27,
montrent la variation de la dextérité lorsque la flexibilité et un jeu de 0.01 m sont in-

troduits. Les orientations choisies sont les mémes : ¢ = —60" et ¢ = 0", respectivement.

Pour 'orientation choisie ¢ = —60°, il y a deux endroits dans I’espace de travail ou
la dextérité est meilleure. En bas, a droite, 'isodextérité correspondant a une valeur
de 0.18 disparait a cause du jeu et de la flexibilité. Dans celui en haut, a gauche, c’est
I'isodextérité correspondant a une valeur de 0,15 qui disparait. Dans cette méme région,
on observe un assez grand déplacement de l'isodextérité 0,03 vers I'intérieur de ’espace
de travail, jusqu’a couper les isodextérités 0,06 et 0,09 qu’il y avait en absence de jeu et
de flexibilité. On ne remarque pas ceci ailleurs dans la figure. Il est possible d’expliquer
ce qui se passe, a partir de la figure 6.22, qui montre une zone singuliere plus forte dans

cette région de I'espace de travail.

Pour l'orientation choisie ¢ = 07, il y a deux endroits ou la dextérité dépasse 0,15
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Fi1G. 6.24 — Courbe des singularités a ¢ = —60° et la zone des singularités avec 0 = 0, 01

m : solution 2.

avant que le jeu et la flexibilité soient introduits. Ces deux isodextérités n’existent plus
aprés leur introduction. Etant donné I'étendue des zones singulieres (voir figure 6.23),
une faible partie de I'espace de travail correspond a une dextérité supérieure a 0,05,
lorsque 'on considere le jeu et la flexibilité, surtout que l'isodextérité 0,05 se trouvant

sur le coté droit de I'espace de travail disparait alors completement.

Les figures 6.28 et 6.29 montrent la raideur et la diminution de la raideur dans
I’espace de travail aux orientations constantes, ¢ = 0° et ¢ = —60°, pour la solution
1 lorsqu’il y a flexibilité et un jeu de 0,01 m. En considérant la raideur seule, il est
difficile de choisir laquelle des deux figures représente les meilleurs résultats. Les courbes
d’isoraideurs se déplacent plus lorsque ¢ = 0°. Il faut s’y attendre puisque les espaces
d’incertitudes sont en général plus grands pour ¢ = 0" que pour ¢ = —60°. Des plus
grands espaces d’incertitudes favorisent un plus grand déplacement des courbes, donc

une plus importante dégénérescence des propriétés cinématiques, dextérité et raideur.
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Fic. 6.25 — Courbe des singularités a ¢ = 0" et la zone des singularités avec § = 0,01
m : solution 2.

y (m)
o
(6]

F1G. 6.26 — Dextérité a ¢ = -60" sans jeu et sans flexibilité et avec 6 = 0,01 m.



y (m)

X (m)

F1G. 6.27 — Dextérité a ¢ = 0° sans jeu et sans flexibilité et avec 6 = 0,01 m.

6.2.4 Comparaison de la distribution de ’erreur et de la

dextérité

Trois boites exemptes de singularités ont été choisies pour étre discrétisées avec un
intervalle de 0,01 m (selon les axes x et y) : la solution 1 avec ¢ = —60°, la solution 2
avec ¢ = —60" et la solution 2 avec ¢ = 0°. Les boites sont montrées a la figure 6.30

qui comprend les courbes d’isodextérités et les courbes des singularités.

A tous ces points, Uerreur maximale (due & un jeu § = 0,01 m) et la dextérité ont
été calculées. La figure 6.31 montre les graphiques de la dextérité tracée en fonction de
I’erreur maximale. Les courbes de tendance montre une diminution de dextérité pour

une erreur qui augmente. Méme si elle existe, la tendance n’est pas tres marquée.
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F1G. 6.29 — Raideur a ¢ = 0" sans jeu et sans flexibilité et avec 6 = 0,01 m.
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F1c. 6.30 — Les boites discrétisées dans les espaces de travail a orientation constante.
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F1G. 6.31 — Dextérité en fonction de 'erreur maximale pour le manipulateur 3-RRR

plan.
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6.3 Sommaire

Pour deux manipulateurs plans, l'effet du jeu et de la flexibilité sur les propriétés

des manipulateurs a été évaluée.

Ces manipulateurs montrent des comportements différents selon la solution choisie
au PGI. Pour chacun des manipulateurs, deux solutions ont été comparées. Les résultats
obtenus a une solution ne sont pas du tout une bonne indication des résultats qui seront

obtenus a une autre solution. Les deux manipulateurs ont démontré ceci.

La sensibilité au jeu et a la flexibilité est variable a I'intérieur de ’espace de travail.
Des causes de dégradations plus prononcées des propriétés cinématiques a certains en-
droits de I'espace de travail ont été identifiées. Par exemple, il est possible de prédire
I’étendue de la zone des singularités en regardant la taille et la forme des espaces d’in-
certitudes qui se trouvent pres des courbes des singularités. Si les espaces d’incertitudes
ont une forme allongée, et surtout s’ils sont longs et perpendiculaires aux courbes, on
aura une zone singuliere plus large a cet endroit. Cette observation n’est pas suffisante
pour connaitre la forme de la zone singuliere du manipulateur a trois DDL. Il faut aussi
vérifier si les courbes des singularités varient beaucoup pour une faible variation de

I'orientation ¢.

La zone singuliere associée aux valeurs 6 = 0,01 et 0 = 0,02 m a été tracée sur deux
différents espaces a orientation constante du 3-RRR. Pour une valeur de ¢ double, la

zone singuliere n’a pas pris beaucoup d’expansion.

De la méme facon qu’au chapitre précédent, lorsqu'une valeur non-nulle de § est
introduite, les courbes d’isodextérité et les courbes d’isoraideur se déplacent peu si
elles ont une valeur élevée et se déplacent davantage pour des valeurs plus faibles. La
dégradation des propriétés cinématiques est plus marquée si celles-ci sont déja faibles.
Aussi, les espaces d’incertitudes (et donc les erreurs) sont plus grands s’ils se trouvent

a 'intérieur des zones singulieres.

Pour chacun des deux manipulateurs, une comparaison de la dextérité et de I'erreur
maximale a été effectuée. Dans le cas du 2-RRR, la tendance est claire : la dextérité

diminue alors que l’erreur augmente. Dans le cas du 3-RRR, la tendance existe, mais
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de facon beaucoup moins marquée que dans le cas précédent.



Chapitre 7

Conclusion

Plusieurs domaines de recherche en robotique se sont rencontrés pour rendre ce
travail possible. L’état des connaissances de chacun a été présenté au chapitre 2, ainsi
que sa pertinence pour l'atteinte des objectifs. Six manipulateurs connus ont ensuite été
présentés dans le chapitre 3. Sans contenir de nouveautés, ce méme chapitre comprenait
les solutions au PGI, les méthodes d’obtention de I'espace de travail, les équations de

vitesse et les méthodes de calcul des propriétés cinématiques.
Ce dernier chapitre comprend deux parties distinctes. La premiere est basée seule-

ment sur les résultats présentés dans la these, alors que la deuxieme est une réflexion

sur les travaux futurs a considérer pour faire suite a ceux présentés.
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7.1 Sommaire et contributions principales

Au chapitre 4, des algorithmes ont été présentés pour I'obtention des zones sin-
gulieres. Ceux-ci different selon les chaines cinématiques qui constituent les pattes d’un
manipulateur (actionneurs prismatiques ou rotoides). A la base de chaque algorithme
est 'obtention des espaces d’incertitudes dus au jeu retrouvé aux articulations rotoides

passives et a la flexibilité des articulations et des membrures.

La plus grande contribution de cette these est 'obtention des zones singulieres
a ’aide d’algorithmes développés pour chacun des manipulateurs étudiés, individuelle-
ment. De tels résultats n’existent pas ailleurs (a la connaissance de l'auteure). Différents
travaux, présentés au chapitre 2, portent sur I'identification des singularités, sur I’'obten-
tion des courbes singulieres et sur 1'évitement des singularités (voir sous-section 2.3.1).
Malgré leur importance, ces études sont incompletes pour I'identification de toutes les
configurations singulieres de manipulateurs réels. Au cours des travaux de cette these,
une publication a résulté de I’étude et de I'obtention des zones singulieres des manipu-

lateurs paralleles plans & deux et a trois DDL avec actionneurs prismatiques [107].

Un des défis a relever consistait a modéliser l'effet de la flexion des membrures
proximales des manipulateurs 2-RRR et 3-RRR sur leur espace d’incertitude, le plus
simplement possible, de facon a englober toutes les déformations possibles causées par

tous les torseurs qui pourraient étre appliqués.

La valeur combinée du jeu et de la flexibilité, §, n’a pas une influence proportionnelle
sur I’étendue des zones singulieres. Les résultats présentés ont démontré que doubler la
valeur de d n’a pas pour effet de doubler I’étendue de la zone singuliere. Au contraire,
la superficie et la forme de la zone singuliere changent beaucoup moins que l'intuition

le supposerait.

Pour un méme manipulateur plan a trois DDL (3-RPR ou 3-RRR), certaines orienta-
tions constantes correspondent a des espaces de travail ayant de tres grandes zones sin-
gulieres alors que d’autres ont des zones significativement plus restreintes. Ces résultats
différents sont dus a la variation plus ou moins prononcée des courbes des singularités
pour un petit changement d’orientation ¢. Les zones singulieres sont plus répandues

pour une variation brusque des courbes des singularités. Le méme phénomene se pro-
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duit pour le manipulateur sphérique lorsque ses courbes des singularités se déplacent

rapidement pour des petits changements de torsion.

Une autre influence sur la taille de la zone singuliere est la forme des espaces d’incer-
titudes qui se trouvent pres des courbes des singularités. Si les espaces d’incertitudes
ont une forme allongée, et surtout s’ils sont longs et perpendiculaires aux courbes,
la zone singuliere sera plus large a proximité de ceux-ci. Ces observations sont utiles
particulierement pour les manipulateurs a deux DDL, surtout que leurs courbes des sin-
gularités ne varient pas pour une architecture choisie et une solution choisie (2-RRR).
On peut observer, a partir des résultats, que les espaces d’incertitudes (et donc les

erreurs) sont plus grands s’ils se trouvent a l'intérieur des zones singuliéres.

La sensibilité au jeu et a la flexibilité est variable a l'intérieur de ’espace de tra-
vail. Des causes de dégradations plus prononcées des propriétés cinématiques a certains
endroits de l'espace de travail ont été identifiées. De facon générale, lorsqu’une va-
leur non-nulle de  est introduite, les courbes d’isodextérité et les courbes d’isoraideur
se déplacent peu si elles ont une valeur élevée et se déplacent plus aux valeurs plus
faibles. La dégradation des propriétés cinématiques est plus marquée si celles-ci sont

déja faibles.

Pour chacun des manipulateurs avec actionneurs rotoides, deux solutions au PGI
ont été comparées. Les résultats obtenus a partir d’une solution ne sont pas une bonne
indication des résultats qui seront obtenus a partir de ’autre solution. Il faut étudier

chaque solution séparément tel qu’on le ferait avec deux architectures différentes.

La dextérité et l’erreur maximale ont été comparés pour les six manipulateurs
étudiés dans cette these. Les résultats ont démontré qu’on ne peut pas affirmer qu’une
mesure locale de la dextérité suffit a prédire 'erreur locale associée. L’erreur due a un
espace d’incertitude n’est pas inversement proportionnelle a la dextérité et peut méme
étre plus faible dans une position de dextérité moindre. Par contre, ’ajout de courbes de
tendance a démontré un lien indéniable entre les deux. Il existe une tendance, tres nette
dans certains cas, d’'une augmentation de l’erreur moyenne pour une diminution de la
dextérité moyenne. Quelques courbes ne semblent pas avoir de tendance particuliere et

sont plutot aléatoires.
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7.2 Travaux futurs et directions potentielles de

recherche

La question du conditionnement de la matrice jacobienne comme mesure de la
précision ne peut pas étre adéquatement résolue a partir des résultats dans cette these.
Puisque c’est seulement tres récemment que cette mesure a été contestée, il est pro-
bable qu’on verra bientot des chercheurs s’y intéresser. Pour certains manipulateurs, le
calcul de la dextérité et le calcul de I'erreur sont équivalents en temps de calcul dans
une boucle d’optimisation. Dans ce cas, il est préférable de choisir le calcul de 'erreur.
Pour d’autres manipulateurs, tels que les manipulateurs a trois DDL étudiés dans cette
these, et probablement un grand nombre d’autres manipulateurs a trois, quatre, cinqg
ou six DDL, le temps de calcul de la dextérité est incomparablement plus faible et plus
simple que le calcul de 'erreur. Les courbes de tendance présentées ont démontré dans
plus d’un cas un lien entre la dextérité et la précision. Il reste a déterminer dans quelles
mesures et circonstances on peut faire confiance aux résultats si on substitue le calcul

de 'erreur pour le calcul de la dextérité.

Le nombre d’architectures étudiées s’est limité a six pour les travaux de cette these.
Il serait tres intéressant d’étudier 'effet du jeu et de la flexibilité sur les propriétés de
manipulateurs isotropes. Il serait aussi intéressant de faire 1’étude de manipulateurs

existants, en service dans des entreprises, ou actifs dans un laboratoire de robotique.

Ce serait utile pour I’étude future de manipulateurs sphériques d’obtenir analy-
tiquement les frontieres de l'espace de travail pour un manipulateur non-symétrique,
exprimées selon la convention ZYZ d’Euler modifiée [29]. Il faut savoir obtenir les

frontieres d’un manipulateur sphérique non-symétrique pour l'obtention des espaces

d’incertitude et finalement de la zone singuliere d’un manipulateur sphérique symétrique.

Tres peu d’ouvrages existent sur le jeu dans les articulations prismatiques. C’est

donc une autre voie a explorer.

Tous les travaux effectués dans cette these se sont basés sur un type de modélisation
du jeu dans une articulation rotoide passive, qui consistait a faire varier la longueur
des membrures sous l’action de forces de tension et de compression. Cette modélisation

est valide pour le type d’assemblage des membrures des manipulateurs : ce sont les
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membrures qui avaient les alésages et les pivots fixes qui avaient les goujons (voir figure
4.2). 1l serait intéressant de voir 'effet du type d’assemblage sur les résultats. Changer
le type d’assemblage correspond ici a échanger, sur deux membrures a assembler, les

éléments d’alésage et de goujon qui composent 'articulation rotoide.
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